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O processo de emissao espontanea (EE) é um dos fenomenos mais impressionantes
que ocorrem na natureza. O fenomeno consiste no decaimento de um emissor quantico
excitado (por exemplo dtomos ou moléculas), mesmo quando ele estd isolado de todos os
outros corpos no Universo, pela emissao de um ou mais fotons. Trata-se de um fenomeno
cuja explicacdo mais adequada se dé no contexto da eletrodinamica quantica (EDQ). Em
1946, Edward Mills Purcell mostrou que, ao contrario do que se imaginava na época, o
tempo de vida de um emissor nao é uma propriedade intrinseca do emissor, mas pode
ser substancialmente alterado pela presenca de corpos na vizinhanca do mesmo. Por esse
motivo, a influéncia de corpos na taxa de EE ficou conhecida como efeito Purcell. Esta
dissertacao tem como objetivo fazer uma revisao detalhada sobre EE de um féton e o
efeito Purcell, além de fazer um estudo de base do efeito Purcell na EE de dois fétons
(EEDF), assunto muito pouco explorado na literatura.

O primeiro capitulo é uma revisao de EDQ em baixas energias voltada para o estudo
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da interacao atomo-campo. Comecamos pela quantizacao de um sistema de particulas
carregadas interagindo com o campo eletromagnético que, nessa teoria, também é quanti-
zado. Escrevemos os operadores de campo supondo que eles satisfacam uma condigao de
contorno (CC) arbitréria, que pode ser imposta, por exemplo, pela presenga de objetos.
Posteriormente, tratamos do caso onde o sistema de particulas é localizado, formando
por exemplo um atomo ou uma molécula. Deduzimos rigorosamente o hamiltoniano de
interacao dipolar, deixando claro o regime de validade da chamada aproximacao de di-
polo. Encerramos o capitulo discutindo algumas aplicagoes da teoria além do tema da
dissertacao, a saber, o desvio Lamb, a forca de Casimir-Polder entre um atomo e uma

parede perfeitamente condutora e o efeito Casimir.

No segundo capitulo, iniciamos nossa discussao sobre EE e efeito Purcell. Apds uma
introducao historica ao assunto, introduzimos o formalismo para o calculo da taxa de EE
de um féton por um emissor préximo a uma superficie arbitraria. Discutimos que fatores
influenciam o tempo de vida de um atomo, deduzindo as regras de selecao para a EE de
um foton e estudando a influéncia da densidade de estados do campo eletromagnético na
EE, fundamental para a compreensao do efeito Purcell. Investigamos, entao, o caso de
um atomo proximo a uma placa plana perfeitamente condutora e um atomo entre duas
placas paralelas perfeitamente condutoras. Discutimos, ainda, a conexao entre a taxa de
EE e o tensor de Green da equacao de Helmholtz vetorial e calculamos a taxa de EE de

um atomo préximo a um meio semi-infinito, homogéneo e dispersivo.

O 1ultimo capitulo é reservado ao estudo detalhado da EEDF, sendo este realizado nos
mesmos moldes do capitulo anterior. Derivamos uma férmula para o calculo da EEDF
de um atomo proximo a uma superficie arbitraria. Discutimos as regras de selecao para
a EEDF, assim como a influéncia da densidade de estados do campo na emissao. Em
seguida, mostramos que a taxa de EEDF também pode ser escrita em termos do tensor
de Green, o que permite estabelecer uma relagao entre as taxas de EE de um e dois f6tons.

Com o objetivo de comparar o efeito Purcell na EE de um féton e na EEDF, calculamos
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a taxa de EEDF de um atomo préximo a uma placa perfeitamente condutora e entre
duas placas perfeitamente condutoras. Encerramos a dissertacao ilustrando o formalismo
desenvolvido em uma situagao mais complicada, a saber, a EEDF de um atomo préximo

a um material dispersivo.

Palavras-chave: eletrodinamica quantica, emissao espontanea, emissao de dois fétons,

efeito Purcell.
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Spontaneous emission (SE) is one of the most remarkable phenomena present in nature.
This phenomenon consists on the decay of an excited quantum emitter (e.g. atoms or
molecules), even when it is isolated from all other bodies in the Universe, by the emission
of one or more photons. It is a phenomenon whose most adequate explanation resides in
quantum electrodynamics (QED) theory. In 1946, Edward Mills Purcell has shown that,
contrary to what was imagined at the time, the lifetime of an emmiter is not an intrinsic
property of it, but can be substantially modified by the presence of bodies in the vicinity
of the emitter. For this reason, the influence of the environment on the SE rate is known
as Purcell effect. This dissertation aims to make a detailed review of SE and the Purcell
effect, as well as study the Purcell effect in two-photon SE (TPSE), a subject not very
explored in the literature.

The first chapter is a review of QED in low energies focused on the study of the

atom-field interaction. We begin by quantizing a system of charged particles interacting
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with the electromagnetic field which, in this theory, is also quantized. We write the field
operators assuming that they satisfy an arbitrary boundary condition (BC), which can be
imposed, for example, by the presence of objects. Subsequently, we consider the situation
where the particles are localized, constituting an atom or a molecule. We rigorously derive
the dipole interaction Hamiltonian, making clear the validity regime of the so-called dipole
approximation. We conclude this chapter by discussing some applications of the theory
beyond the subject of the present dissertation, namely, the Lamb shift, the Casimir-Polder

force between an atom and a perfectly conducting wall and the Casimir effect.

In the second chapter, we start our discussion on SE and Purcell effect. After a
historical review of the subject, we introduce the formalism for calculating the one-photon
SE rate by an emmiter close to an arbitrary surface. We discuss which factors influence
the lifetime of an atom, deducing the selection rules for the one-photon SE and studying
the influence of the electromagnetic field density of states on the SE rate, fundamental
for a better understanding of the Purcell effect. We then investigate the case where an
atom is placed near a perfectly conducting flat plate and then between two perfectly
conducting parallel plates. We also discuss the connection between the SE rate and the
Green’s dyadic of the vectorial Helmholtz equation and calculate the SE rate of an atom

near a semi-infinite, homogeneous and dispersive medium.

The last chapter is reserved for a detailed study of the TPSE, which is carried out in
the same way as in the previous chapter. We derive a formula for the TPSE calculation
of an atom near an arbitrary surface. Then we discuss the selection rules for the TPSE,
as well as the influence of the field density of states on the emission. Next, we show
that the TPSE rate can also be written in terms of the Green’s dyadic, which allows us to
establish a relation between the SE rates of one and two photons. In order to compare the
Purcell effect on the one-photon SE and on the TPSE, we calculate the TPSE rate of an
atom near a perfectly conducting plate and between two perfectly conducting plates. We

conclude the dissertation by illustrating the developed formalism in a more complicated
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situation, namely, the TPSE of an atom in the vicinity of a dispersive material.

Keywords: quantum electrodynamics, spontaneous emission, two-photon emission,

Purcell effect.
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Introducao

Uma das caracteristicas mais marcantes e revoluciondrias trazida pela teoria quantica
no inicio do século XX ¢é a ideia de que alguns fendmenos fisicos observaveis podem ser
atribuidos ao vacuo. Ao contrario do que se pensava antes do surgimento da mecanica
quantica, o vacuo nao pode ser pensado como um simples espaco vazio, inerte e que nao
responde e nao se altera sob nenhuma acgao ou estimulo externo sobre ele. Na eletro-
dindmica quantica (EDQ), teoria que descreve a interacao da radiacdo com a matéria
no contexto da fisica quantica, o vacuo é caracterizado por constantes flutuacoes do
campo eletromagnético, além de uma energia infinita, a chamada energia de ponto zero
do vacuo [1]. De fato, pode-se mostrar que o principio de incerteza de Heisenberg im-
plica a existéncia da energia de ponto zero, assim como a existéncia de outras flutuacoes
quanticas, como flutuagoes nas distribuicoes de cargas e correntes em atomos.

A EDQ ¢ a teoria mais fundamental da interacao da radiacao com a matéria que existe.
Dependendo da situacao, é possivel descrever a matéria de forma nao relativistica. Isso é
possivel sempre que a escala de energia do fendmeno for muito baixa quando comparada
a energia de repouso das particulas envolvidas. Caso contrario, é imprescindivel uma
descricao relativistica do sistema. Ao longo dessa dissertagao, trataremos sempre de
fenomenos nao relativisticos. Nesse sentido, podemos dizer que investigaremos fenomenos
da EDQ em baixas energias.

Um dos fenomenos da EDQ e que pode ser atribuido diretamente a energia de ponto
zero do vacuo é o chamado efeito Casimir, proposto por H.B.G. Casimir em 1948 [2].

Esse efeito consiste, basicamente, na forga atrativa entre duas placas planas e paralelas,
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neutras e perfeitamente condutoras localizadas no vacuo. Classicamente, a energia de
interacao eletromagnética entre as duas placas é nula. A forca de Casimir é, portanto,
genuinamente quantica e, como propos Casimir, sua origem pode ser explicada pela al-
teracao na energia de ponto zero do campo eletromagnético causada pela presenca das
placas. Como veremos em uma secao desta dissertacao, Casimir mostrou que, apesar de
a energia do vacuo no espaco livre ser infinita, podemos medir variagoes dessa energia se
introduzirmos corpos no espaco que modificarao as condi¢oes de contorno sobre os modos
do campo eletromagnético, alterando assim as frequéncias permitidas desses modos e, por

conseguinte, a energia de ponto zero do vacuo.

A EDQ é hoje considerada a teoria mais bem sucedida da fisica, sendo capaz de
explicar tanto o efeito Casimir como também as forgas dispersivas, processos de absorc¢ao
e emissao estimulada de luz, a emissao espontanea, o desvio Lamb e o momento de
dipolo magnético anomalo do elétron [3]. Nesses dois tltimos, a EDQ fornece os maiores
acordos entre teoria e experimento ja alcancados, com uma concordancia de mais de dez
algarismos significativos [4]. Longe de ser uma teoria do passado, os efeitos da EDQ
nao sé intrigam fisicos até hoje, como também constituem tépicos de pesquisa atuais.
A grande area da interacao da radiacdo com a matéria, hoje, é dominada por trabalhos
onde se investigam varios efeitos, como as forgas dispersivas, a transferéncia de energia
ressonante e a propria forca de Casimir. Podemos dizer que o interesse atual nesses
temas reside em estudar esses fenomenos em situacoes nao-triviais, onde talvez alguns
comportamentos geralmente observados nas situagoes mais comuns sejam modificados,
como também na busca de um controle maior das varias formas de interacao da radiacao

com a matéria.

Um desses fenomenos da ED(Q de interesse atual é o tema central dessa dissertacgao,
a emissao espontanea (EE). A EE consiste no decaimento de um dtomo excitado, mesmo
que ele esteja isolado de todos os outros corpos do universo e que nao haja campos

eletromagnéticos externos aplicados, pela emissao de um ou mais fétons. Esse é um
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fenomeno surpreendente mesmo do ponto de vista de mecanica quantica elementar pois,
nessa teoria, os estados excitados de um atomo sao estados estacionarios. A EE sé foi
bem entendida com o advento da eletrodinamica quantica. Nessa teoria, o estado de um
atomo excitado no vacuo nao é mais um estado estacionario do sistema atomo-campo, o
que da origem ao decaimento espontaneo. Em particular, a EE pode ser entendida como
uma emissao estimulada pelas flutuacoes quanticas do vécuo!.

Ao contrario do que se poderia imaginar, o tempo de vida de um emissor nao depende
somente de suas propriedades, mas também do ambiente ao seu redor. Edward Mills
Purcell fez essa previsao em 1946, contrariando o conhecimento comum da época de que a
taxa de EE deveria depender somente das propriedades do emissor [7]. Desde entao, essa
dependéncia ficou conhecida como efeito Purcell e ja foi muito estudada no decaimento
de um atomo pela emissao de um unico féton, processo muito mais comum na natureza
do que processos envolvendo a emissao simultanea de varios fétons. Pode-se dizer que o
trabalho de Purcell constituiu o marco inicial da chamada EDQ de cavidades (EDQC).
Desse modo, a presenca de corpos na vizinhanca de um emissor pode aumentar, diminuir,
ou até mesmo suprimir a EE.

A possibilidade de se obter um controle do decaimento espontaneo por meio do efeito
Purcell é muito promissora por varias razoes. Uma delas é que o interesse na manipulacao
de atomos, moléculas e outros sistemas em estados excitados é enorme. O efeito Purcell
se apresenta como uma possivel forma de controle do tempo de vida de um atomo. Além
disso, podemos por exemplo utilizar o tempo de decaimento de um emissor como uma
sonda para investigarmos propriedades de certos materiais, ja que algumas delas estao
codificadas, de alguma maneira, no tempo de vida do dtomo e também em outros aspectos

da EE.

Apesar de a EE de um féton ser muito comum, em alguns casos outros tipos de

INa verdade, a taxa de EE possui duas contribuicdes: flutuaces quanticas do vacuo e reacio de
radiagdo [5]. Pode-se mostrar que essa separagido das duas contribuigdes é uma condigdo necessédria para
que as taxas de variacdo dos operadores de campo sejam hermitianas [6]
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decaimento sao relevantes. Isso acontece, por exemplo, quando a EE de um féton é
proibida devido as regras de selecao. Nessa situacao, o decaimento pela emissao simultanea
de dois fétons pode ser o processo dominante. A emissao espontanea de dois fétons
(EEDF) é um fenomeno extremamente rico pois, nesse decaimento, qualquer combinagao
de frequéncia dos fétons emitidos que satisfaca a conservagao de energia é permitida. Isso
resulta em um espectro de emissao de banda larga, ao contrario do que ocorre na emissao

de um féton, onde o foton emitido deve ter energia igual a energia da transicao atomica.

Originalmente, a EEDF foi estudada na transicao 2s — 1s em atomos de hidrogeénio e
hélio. A razao para isso é que, nesses sistemas, o estado 2s é o tnico estado que nao decai
pela EE de um féton, sendo chamado de estado metaestavel. Outro motivo é o fato de
que o espectro de emissao de algumas nebulosas planetarias nao pode ser explicado por
nenhuma outra forma de decaimento, sendo majoritariamente devido a EEDF. Todavia,
o estudo desse fenomeno se desenvolveu e comecou a ser investigado também em outros
sistemas. A EEDF passou a ser estudada em atomos de muitos elétrons e, até mesmo,
em materiais semicondutores. A busca de sistemas onde a EEDF se mostra presente deu

origem a alguns trabalhos importantes em 6ptica e fisica atomica.

Recentemente, o estudo desse processo foi retomado devido ao fato de que estados do
campo de dois fétons desempenham um papel fundamental em 6ptica, em particular na
area de informacao quantica. Controlar a geracao e as propriedades de um par de fétons
¢ de extremo interesse e uma das formas de se fazer isso ¢ utilizando o efeito Purcell.
O crescente progresso em Optica de campo proximo, plasmonica e metamateriais, trazem
grandes perspectivas para essa area, que tem atraido o interesse de diversos grupos de
pesquisa [8,9]. A imposicao de condigoes apropriadas para o aumento da taxa de EEDF
de um sistema pode dar origem a novas e mais eficientes fontes de pares de fétons. E bem
provavel que, em um futuro proximo, possamos escolher com que frequéncias, em que
direcoes e em que estados de polarizagao os fétons serao produzidos. Essa dissertacao se

apresenta como um trabalho onde busca-se entender, de um ponto de vista fundamental,
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qual a influéncia de corpos nas taxas de EE de um e dois fotons e como é possivel utilizar
esse efeito para controlar a EE.

A dissertacao esta dividida em quatro capitulos. O primeiro estd voltado para a
exposicao do formalismo da EDQ, a ser utilizado nos capitulos subsequentes. Mostra-
mos como ¢é possivel fazer uma descricao quantica, nao relativistica, de um sistema de
particulas carregadas que interagem com o campo eletromagnético. Nessa descri¢ao, tanto
as particulas como os campos sao quantizados. Nosso maior interesse € estudar a interagao
de um atomo com o campo e, para isso, desenvolvemos o ferramental apropriado para esse
estudo. Com a finalidade de entendermos melhor alguns aspectos da EDQ), além de apre-
ciar alguns dos ricos efeitos que essa teoria é capaz de explicar, discutimos como exemplos
introdutérios o desvio Lamb, a forca de Casimir-Polder entre um atomo e uma parede
perfeitamente condutora e o efeito Casimir padrao. O capitulo 2 esta dedicado ao estudo
da EE e do efeito Purcell, desde sua histéria até a descricao quantitativa desse fenomeno.
Comecamos o estudo pelo caso mais comum, a EE de um féton. Apresentamos alguns
exemplos do efeito Purcell e, posteriormente, deduzimos uma férmula para a taxa de EE
de um féton em termos do tensor de Green da equacao de Helmholtz vetorial. Essa férmula
é uma ferramenta poderosa no estudo do efeito Purcell, permitindo o calculo de taxas de
decaimento para atomos préximos a qualquer material. No capitulo 3, nos dedicamos
exclusivamente ao estudo da EEDF. Também deduzimos algumas formulas para o calculo
da taxa de decaimento. Mostramos que o efeito Purcell na EEDF pode ser estudado de
um modo relativamente simples se calcularmos as taxas de EE de um féton na mesma
situagao. Como aplicacoes do formalismo desenvolvido, calculamos as taxas de EEDF em
algumas situagoes, a saber, um atomo préximo a uma placa condutora, entre duas placas
condutoras paralelas entre si e préoximo a um meio dielétrico semi-infinito. No segundo
caso, mostramos que nao é possivel que haja supressao da EEDF, em contraste com a EE
de um féton. No ultimo capitulo tecemos alguns comentarios gerais sobre a dissertacao e

perspectivas para futuros trabalhos nessa area.
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Capitulo 1

Eletrodinamica quantica em baixas
energias

Neste capitulo faremos uma breve exposicao da EDQ em baixas energias direcionada
ao estudo de fenomenos fisicos de nosso interesse, como a emissao espontanea. Apesar de
ja haver muito material sobre o assunto na literatura, abordaremos esse tépico visando
estabelecer uma notacao e chamar atencao para alguns detalhes e sutilezas que serao de
extrema relevancia para a compreensao dos problemas a serem tratados nos proximos
capitulos. E importante salientar que este capitulo nao tem como objetivo ser completo.
Para uma discussao detalhada, recomendo o excelente livro Photons and atoms: intro-
duction to quantum electrodynamics de C. Cohen-Tannoudji [10], referéncia principal na

escrita deste capitulo.

Comecaremos apresentando o formalismo da EDQ, com a quantizacao de um sistema
de particulas carregadas interagindo com o campo eletromagnético. Discutiremos as al-
teracoes que devem ser feitas devido a possivel presenca de condigoes de contorno sobre os
campos. Ao longo dessa dissertacao, suporemos que as particulas estejam localizadas no
espaco, formando um conjunto de atomos, moléculas, etc. Estudaremos entao, a interagao
dos atomos com o campo de radiacao, obtendo diferentes hamiltonianos para o sistema,
equivalentes entre si, e deixando explicitas as vantagens e desvantagens de cada um deles.

Por fim, consideraremos alguns exemplos importantes de efeitos da EDQ.



1.1 Quantizacao do campo eletromagnético no cali-
bre de Coulomb

Nosso ponto de partida para a quantizacao de um sistema formado por N particulas
carregadas interagindo com campos eletromagnéticos serd considerar para os campos as

equacoes de Maxwell microscépicas, a saber

1

V-E(r) = —plri), (1.1)
V-B(r,t) = 0, (1.2)
V x E(r,t) = —%B(r,t), (1.3)
V x B(r,t) = uoj(r,t)Jrc—lQ%E(r,t), (1.4)

~1/2

onde ¢ = (py€,) . As distribuigoes de cargas e correntes sao descritas por

p(r,t) = ) qad(r —ra), (1.5)
j<r7t) = ZQaVaé(r_ra), (16)

onde ¢, ¢ a carga elétrica da a-ésima particula, r, seu vetor posi¢ao no instante t, v, = 1,
e a soma em « se estende pelo conjunto de N particulas. Supondo movimentos nao-

relativisticos, a dinamica das particulas é regida pela segunda lei de Newton, ou seja,

d2
maﬁra(t) = qo [E(ra(t),t) + vo(t) x B(ra(t),t)] , a=1,...,N, (1.7)
onde m,, é a massa da a-ésima particula. Nao iremos considerar nessa exposicao a presenca
de meios materiais arbitrarios, que necessitariam de um tratamento diferenciado no que diz
respeito aos campos dentro da matéria [11,12]. Todavia, materiais nao dissipativos podem,
sob certas circunstancias, ser tratados dentro desse formalismo a partir da imposicao de

condicoes de contorno sobre os campos.



1.1.1 Eletrodinamica no espacgo reciproco

A fim de fazer a quantizacao de um sistema de particulas e campos, é extremamente
conveniente escrever os campos em termos de suas transformadas de Fourier espaciais.
Para um campo F'(r,t) genérico, escrevemos

1
(2m)3/2

/ Pk F(k, t)e*" | F(k,t) = W / PPr F(r,t)e T (1.8)

F(r,t) =

Devido a realidade dos campos, suas transformadas de Fourier devem satisfazer ﬁ*(k, t) =
F (—k,t). A motivacdo maior para essa transformagao é que ela nada mais é que uma
expansao em ondas planas, conjunto completo de solucoes das equacoes de Maxwell ho-
mogéneas (na verdade é apenas uma expansao na parte espacial, solugao da equagao de
Helmholtz homogénea). Sendo o nosso objetivo final estudar o campo de radiagao, toda
a informacao sobre a influéncia das distribuicoes de cargas e correntes sobre o campo
estard contida nos coeficientes de Fourier, como na equagao (1.8). Além do mais, uma
das grandes vantagens dessa expansao é que as equagoes de Maxwell no espago reciproco

nao envolvem derivadas espaciais, ou seja, sao estritamente locais:

1

ik-Ek,t) = —plk.1), (1.9)
ik-B(k,t) = oj) (1.10)
ik x Bk, t) = —%ﬁ(k,t), (1.11)
ik x B(k,t) = uoj(k,t)JrigE(k,t). (1.12)

2 ot
Fica claro, no espago reciproco, que duas das equagoes de Maxwell, (1.9) e (1.10), sdo
equacoes puramente algébricas que impoem vinculos sobre as componentes longitudinais
(paralelas ao vetor k) dos campos, denotadas por E” e ]§||. Consequentemente, a dinamica
dos campos passa a ser ditada apenas por suas componentes transversas E L e B 1 (per-
pendiculares ao vetor k).

As equagoes de Maxwell homogéneas (1.2) e (1.3) permitem a introdugao dos potenciais

eletromagnéticos U(r,t) e A(r,t) tais que B(r,t) =V x A(r,t) e E(r,t) = =VU(r,t) —



OA(rt)
ot

. Com efeito, os campos sao invariantes com respeito a certas transformacoes nos
potenciais, denominadas transformacoes de calibre. No espaco de Fourier, a decomposicao

dos campos em termos dos potenciais é dada por

=~ ~ 04

E, = —ikU— —' 1.1
I @~U T (1.13)

~ 0A |

E, = 1.14
B = B, =ikxA,, (1.15)

onde, por simplicidade, omitimos as dependéncias em (k,t). De agora em diante, su-
primiremos a dependéncia dos campos em (r,t) e (k,¢) a fim de simplificar a notagao.
Devido a essa decomposicao, percebemos que A | deve ser um invariante de calibre, pois
o campo magnético depende exclusivamente dessa grandeza e nao pode ser alterado por

uma transformagao de calibre. Portanto as transformacoes alteram apenas U e A.

O calibre de Coulomb (V - A = 0) é particularmente interessante pois no espago
reciproco se traduz na transversalidade do potencial vetor A = A . Neste calibre, per-
cebemos pelas equagoes (1.13) e (1.14) que a componente longitudinal do campo elétrico
depende apenas do potencial escalar U , enquanto sua componente transversa depende
apenas de A. Como a dinamica dos campos ¢ regida por suas componentes transversas,
no calibre de Coulomb toda a dinamica estd contida no potencial vetor A. Jio poten-
cial escalar passa a ser nada mais que o potencial Coulombiano de uma distribuicao de
cargas. Esta caracteristica do calibre de Coulomb ¢é de extrema relevancia para a quan-
tizacao da teoria, uma vez que devem ser quantizadas apenas as grandezas dinamicas do
sistema. Por outro lado, o calibre de Coulomb nao é manifestamente covariante, sendo

assim inconveniente na tentativa de uma formulacao relativistica da EDQ.

E instrutivo investigar também uma possivel decomposi¢ao para a energia, momento

linear e momento angular de um sistema de particulas e campos. A energia de tal sistema



¢ dada por
1 2, %o 3 2, 2p2
szimavajtg/dr[E +*B?] . (1.16)
Podemos utilizar a identidade de Parseval-Plancherel, a saber

/ PrF*(r)G(r) = / PRE*(K)G(k), (1.17)

junto as relagoes Ej-E; = 0 e B = B, para obter a seguinte decomposi¢ao para a energia

1

H = Zﬁmavi—l—Hlong—l—Htmns, (1.18)
Hipny = Z-”/d3k|13i”\2, (1.19)
Hypans = % &k [|EL|2+02|1§|2 . (1.20)

A partir da equagao (1.9), podemos escrever o campo longitudinal em termos de p(k,t),
que por sua vez é a transformada de Fourier de (1.5). Com isso, obtemos
2

q &’k Gap / 5, € (rae)
Hyy = a LR ) N 1.21
tong 20;260(271')3/ k2 +a#5 2¢,(2m)3 k2 (1.21)

O primeiro termo do lado direito da equacao pode ser escrito como ) €&, onde

2 3
q d’k
Coul = - 1.22
€Coul 2€0<27T>3 / k2 ( )

é a auto-energia coulombiana da particula a. Essa auto-energia, apesar de ser infinita, nao

contribui para a dinamica do sistema, uma vez que se reflete no hamiltoniano apenas como
um termo constante somado aos demais. Ja o segundo termo € a interagao coulombiana

entre todos os pares de particulas («, ), de forma que

" o« = 18]

« 1 qa4p
Hlong = Z €Coul T 4re, Z |I' = VCoul~ (123)
a<f

Com isso reescrevemos o hamiltoniano do sistema como

1
H=Y" §mav§ + Voour + Hirans- (1.24)



Este resultado é consequéncia do campo elétrico longitudinal ser dado pelo campo elétrico
coulombiano de uma distribuicao de cargas. Portanto, a energia pode ser decomposta em
uma soma da energia cinética das particulas com a energia de interacao coulombiana e a
energia dos campos transversos que, como veremos, esta associada ao campo de radiacao.

De maneira analoga, o momento linear P e o momento angular J do sistema podem

ser escritos como [10]

P = > [MmavVa+ ¢aAL(ra)] + Prans, (1.25)
Pirans = eo/d3k13jj x B; (1.26)
€
J = ) maTa X Vo + Jirans, (1.27)
Jirans = eo/d3rr x [E; x BJ. (1.28)

Note que essa decomposicao sugere a introdugao de um momento pg, := My Va+ A ()
o qual, no calibre de Coulomb, coincide com o momento conjugado da particula a, co-
nhecido do formalismo lagrangiano de uma particula interagindo com o campo eletro-
magnético. Fica evidenciada entao uma interpretacao para a diferenca entre o momento
conjugado e o momento mecanico de uma particula, dada por ¢,A | (r,). Essa diferenca é
nada mais que o momento linear associado a componente longitudinal do campo elétrico
gerado pela particula. Escrevendo o momento mecanico das particulas em termos do

momento canonico temos ainda

1
H - Z 2ma [pa - quJ-(ra)]2 + VCoul + Htrans- (129)

Voltaremos nossa aten¢ao agora para as duas equagoes de Maxwell dinamicas (1.11) e
(1.12). Como apenas os campos transversos sao variaveis dinamicas, podemos sem perda

de generalidade reescrevé-las da seguinte forma



OB

kx o= = kB, (1.30)
OE _ - 1s
8; = ic’k x B — E—OJL. (1.31)

Esse par de equacgoes é equivalente a equacao de onda nao homogénea para os campos,
porém escrita no espaco reciproco. Ainda assim sao equacoes diferenciais acopladas, que

podem ser desacopladas definindo as variaveis normais

= “3ni [EL — ck x E} , (1.32)
8 — _QNL.(k) [Ei + ok x ﬁ} : (1.33)

onde N(k) é uma constante arbitraria. Devido a realidade dos campos E e B, pode-se

verificar que B(k,t) = —a*(—k,t). Invertendo as equagoes (1.32) e (1.33), obtemos

B t) = iN(k)[alk t) — o (—k.1)], (1.34)
Blk1) = —iNc(k)lEx[a(k,t)+a*(—k,t)], (1.35)

expressoes que nos levam a seguinte equacao para as variaveis normais

ga(kat) +iw(k)ak,t) =

o 1 (k,0), (1.36)

1
2¢,N (k)
com w(k) = ke. Para o campo livre (j, = 0), obtemos o conjunto de ondas planas
monocromaticas como solucao para os campos. Por essa razao os campos transversos
estao associados ao campo de radiacao. Ao considerarmos fontes, obtemos uma equagao
parecida com a de um oscilador harmonico forcado. No caso geral, a prépria corrente
depende da variavel dinamica «, o que torna a solucao do problema deveras complicada.
Em contrapartida simplificamos bastante o problema, reduzindo as equagoes de Maxwell
a (1.36), que serd a unica equacao de fato necesséaria ao lidar com o campo quantizado.

Devido a transversalidade dos campos, as variaveis normais também sao transversas.

E conveniente introduzir dois vetores de polarizagao ortonormais e,(k), p = 1,2 tais que



e,(k) -k =0. Com isso,

= ay(k t)e, (k). (1.37)

Podemos agora escrever as observaveis fisicas associadas aos campos transversos em ter-

cs . . cA s hw(k
mos das varidveis normais. Por conveniéncia futura escolheremos N (k) = % Obte-
o

mos [10]

E (r,t) = (2753/2 / d3k; ok, t)e™ e, (k) — c.c.], (1.38)

Bro) = ig/g/ 3kz 5 02[ (k, t)e Zkkaep(k)—c.c.}, (1.39)

A(r,t) = W /d?’k; \/ th)% [ (K, t)e™Te, (k) + cel, (1.40)

e = | d%Z%’” [y, B (K, £) + ok, By (k. 8)] (1.41)
Poune = / d?’kz [k, £)a (. £) + (ke Dy (k. 1)] (1.42)

Jirans = /d3k [Za (k,t)(—ik x Vy)a;(k,t) —ia® x a — c.c.|, (1.43)

onde Vi ¢é o gradiente com respeito a variavel k. Na maioria das vezes costuma-se
fazer a partir deste ponto a quantizagao no calibre de Coulomb substituindo as variaveis
normais pelos operadores de criagao e aniquilagao de particula de um oscilador harmonico.
Todavia, este tratamento além de nao ser suficientemente formal, esconde alguns aspectos
importantes no que diz respeito a liberdade de escolha de diferentes hamiltonianos para o
sistema e nao sistematiza o processo de quantizacao em outros calibres de interesse, que
podem dar origem a outras formulacoes equivalentes da EDQ.

Visando uma maior profundidade de entendimento da EDQ, a partir de agora dare-
mos uma atencao especial ao formalismo lagrangiano e hamiltoniano da eletrodinamica

classica. Posteriormente, faremos a quantizagao da teoria.



1.1.2 Formalismo lagrangiano e hamiltoniano da eletrodinamica
classica

No eletromagnetismo, a lagrangiana que gera as equagoes de Maxwell e a dinamica

das particulas sob a agao dos campos é dada por

1 €o
L= Z §mavi + B /dSr [E* — B*] + Z [GaVa - A(ra) — ¢ U(rs)] - (1.44)

No lugar dos campos, sao os potenciais que devem ser escolhidos como variaveis dinamicas,
pois as equacoes de Euler-Lagrange sao de segunda ordem, enquanto as equagoes dinamicas
para os campos sao de primeira ordem. O interessante é que podemos desenvolver todo o
formalismo lagrangiano do eletromagnetismo no espago reciproco, uma vez que também
podemos escrever

1 2, % 3 L2 L 2im 2 3. [ X =77

L= —myv, +— | P’k ||E* = c|Bl*|+ [ &k |j"- A —p'U (1.45)
2 oY o 2 9
e

Todavia, as transformadas dos potenciais sao fungoes complexas e em principio teriam
o dobro de graus de liberdade dos potenciais reais. Porém, assim como os campos, oS
potenciais também satisfazem A*(k,t) = A(—k,t) e U*(k,t) = U(—k,t). Portanto, para
nao adicionarmos nenhum grau de liberdade extra, trabalharemos com a restricao dos
potenciais a metade do espago reciproco (por exemplo, k, > 0).

Algumas das equagoes de Euler-Lagrange resultam em vinculos para os potenciais, os
quais sao equivalentes aos vinculos decorrentes das equagoes de Maxwell para os campos.
Além disso, note que a lagrangiana nao depende de U, o que significa que o momento
conjugado Il ¢ identicamente nulo. Todas essas caracteristicas introduzem complicacoes
na passagem do formalismo lagrangiano para o hamiltoniano, passo indispensavel para a
quantizacao da teoria. Sistemas desse tipo, onde algumas das equagoes de Fuler-Lagrange
fornecem vinculos para os campos em vez de gerarem equacoes dinamicas sao ditos siste-
mas vinculados.

A quantizagao de sistemas vinculados pode ser bastante complicada [13,14]. Foi Dirac

o primeiro a formalizar o processo de quantizacao de sistemas desse tipo [15]. A passagem
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para o formalismo hamiltoniano é feita a partir da identificacao das varidveis dinamicas
e da eliminacao dos graus de liberdade extras em favor das variaveis independentes. Na
eletrodinamica, essa identificacao é feita sem muitas dificuldades observando que, devido
a equacao (1.9), o potencial escalar ndo é uma das varidveis dinamicas, sendo dado por
1 [ s ]
U= yE [zk;A” + g] . (1.46)
Uma vez que eliminamos o potencial escalar em favor do potencial vetor, podemos rees-
crever o lagrangiano da seguinte forma
L=)" 1mav§ + i/d?’k[yL\?— Alkx A - \£|2 + 2 Re (j’- A+ lﬁfl*)} (1.47)
2 2 ek € k

(67

Uma vez que eliminamos o potencial escalar, o campo elétrico no espacgo reciproco fica
dado por

E__A _rk

e (1.48)
Isto significa que os campos fisicos dependem apenas de A 1. Além disso, a equacao
de Euler-Lagrange para a componente Av” do campo A resulta na equacao de conti-
nuidade. Isso mostra que g“ também nao é uma varidavel dinamica do sistema, po-
dendo assim ser escolhida como bem desejarmos. Fazer essa escolha corresponde a
fixacao do calibre da teoria e, uma vez fixado o calibre, podemos escrever a lagrangi-
ana do sistema em termos apenas das variaveis dinamicas de fato independentes, a saber,
{ra(t), Va(t), AL(k, t), ZL(k,t)}. Uma vez fixado o calibre, a passagem para o forma-
lismo hamiltoniano e a quantizacao da teoria sao diretas. A escolha mais simples possivel
corresponde ao calibre de Coulomb, EH = 0, ja estudado na segao anterior. De agora
em diante utilizaremos esse calibre em todos os cédlculos, mas que fique claro que outras
possiveis formulagoes da EDQ podem ser obtidas escolhendo-se outros calibres.

Faremos agora a passagem para o formalismo hamiltoniano da teoria, mas, para sim-

plificar a notacao, escreveremos A; = A ja que estamos no calibre de Coulomb. Este,

por sua vez, pode ser escrito em termos de vetores de polarizacao como A = Aje; + Ases.
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A lagrangiana do sistema em termos das variaveis independentes passa a ser dada por

1
L = gimavi—v&mﬁ/di’)kz& (1.49)
_ S X2 221X 2 YA
Lo = 3 [|A| Ak A } + Re (J A). (1.50)

A partir dela, obtemos diretamente as varidveis canonicamente conjugadas a (r,); e A,

a saber
(Pa)i = oL _ (Va)i + @aAi(ry), a=1,..,N e i=1,2,3 (1.51)
pa 7 L 8(Va>i = Ma\Va)i Qa AL 9 a = PR € 1= )< ) .
I, = (5.~* = (9%* = eOZp, p=12. (1.52)
JA, 0A

Identificamos o campo conjugado com o campo elétrico transverso pela relacao
II .= H191 + H2e2 = _EOEJ_. (153)

Por sua vez, o hamiltoniano

H:ZPa-VQ—l—/ d3k[H-fA +H*-K]—L (1.54)
- k.>0
coincide com a energia do sistema
1 2 € ~ ~
H = o — GuA(r, ot d3k[E 2 QBZ] 1.
5 g e~ oA Ve + 5[ % B+ 4B (1.55)

De posse do hamiltoniano e dos momentos conjugados, temos todos os ingredientes para

fazer a quantizacao canonica da teoria.

1.1.3 Quantizagao candnica no calibre de Coulomb

A quantizacao candnica de uma teoria consiste em substituir as variaveis independen-
tes, assim como seus respectivos momentos canonicamente conjugados, por operadores
que atuam em um espaco de Hilbert. Os parénteses de Poisson fundamentais da teoria

sdo substituidos por comutadores entre os operadores correspondentes { , } — =[ , |.
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Para as coordenadas das particulas temos

[(ra)i(t), (P);(t)] = ihdnpdij, a,f=1,..,N ei=1273, (1.56)

[(ra)i(t), (rs); ()] = [(Pa)i(t), (Ps); ()] = 0, (1.57)

onde fica subentendido que (r,); e (pg); agora sao operadores no quadro de Heisenberg

que atuam em um espaco de Hilbert. Da mesma maneira, para os campos temos

[Zp(k, t),H;,(k',t)] = 6,0k — K,

Ak 1), Ay (K, 0] = [ Ak, ), AL (K, 1)) = (11, 0k, 0), Ty (K, 1)) = [ 11, (k, ), 11, (K, 1)

Pelas transformadas de Fourier das equagoes (1.38) e (1.40), é possivel escrever os cam-
pos gp(k, t) e II,(k,t) em termos das varidveis normais. A imposicao das relagoes de

comutacao acima se traduzem para as variaveis normais da seguinte forma:

oy (k, 1), oy (K, 1)] = [a;(k,t),oz;,(k’,t)]zo, (1.60)

ap(k,t),a;(k’,t)] = Gpo(k —K). (1.61)

Essas sao exatamente as relagoes de comutagao dos operadores de criagao e aniquilacao
de um conjunto de osciladores harmonicos desacoplados. Tendo isso em mente, faremos
uma mudanca de notacao a partir de agora, tomaremos o, — a, € aIT) — a;,. Com isso

reescrevemos as equagcoes acima nessa notacao

lap(k, 1), ay (K, )] = [a;(k,t),a;,(k',t) —0, (1.62)
[ap(k, t),a;,(k’,t)] = G,yo(k — K. (1.63)
Os operadores de campo (1.38) - (1.40), o hamiltoniano e o momento correspondente

aos campos transversos (1.41), (1.42) podem ser reescritos imediatamente em termos dos

operadores de criacao e aniquilacao. Para o hamiltoniano e o momento linear do sistema,

(1.58)
= 0.
(1.59)
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ao utilizar as relagdes de comutagao (1.63) obtém-se ainda

Hypans = / k> hw(k) {a;(k, t)a,(k, ) +% : (1.64)
Pirans = / A’k > hkal(k, t)ay(k, ). (1.65)

Alguns comentérios sao pertinentes nesse momento. A primeira coisa importante a ser
notada é que apenas as amplitudes do campo de radiacao sao quantizadas na teoria, ja que
sao as Unicas variaveis de fato independentes. A propagacao, por sua vez, é inteiramente
classica e sempre pode ser escrita como uma superposicao de ondas planas transversais,
assim como no eletromagnetismo classico. A separacao do campo elétrico em um campo
elétrico coulombiano e um campo transverso se reflete no hamiltoniano do sistema, onde
a interagao coulombiana entre as cargas pode ser tratada isoladamente. Esse tratamento
traz uma imensa vantagem em fisica de baixas energias, onde a interagao coulombiana
ja é uma Otima aproximagao para a interagao entre as particulas. Os termos corres-
pondentes ao campo transverso trazem apenas pequenas corregoes (em geral descrevem
o fenémeno de retardamento, discutido mais adiante) e, portanto, podem ser tratados

perturbativamente.

Para finalizar, cabe agora uma discussao sobre o espago de estados da EDQ. Seja Ep
o espaco de estados das particulas e £ o espago do campo de radiacao, nosso sistema de
particulas e campo eletromagnético tem como espaco de estados &€ = Ep ® Ep. O espaco
Ep ¢é estudado em mecanica quantica elementar e deve ser conhecido dado o problema
em questao. O espago £r, chamado de espaco de Fock, é o espago de um conjunto de
osciladores harmonicos desacoplados, cada um correspondente a um modo do campo k
de polarizagao p, podendo ser denotado por ®kp Exp onde &, € 0 espaco de um tunico
oscilador harmonico. A base mais comum para &, ¢ dada pelos autoestados do operador
ntimero N, (k) = af(k)a, (k). Denotaremos um autoestado de N, (k) de autovalor n,(k)

p

por |n,(k)). Podemos entao tomar como base para o espago £ o conjunto de estados do
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tipo
[y (K1 )3 7y (K2); 11 (K )5 --2) = [y (K1) @ [, (K)) @ |1y (K3)) @ oo (1.66)

A interpretacao desses estados na EDQ vem a tona quando notamos que em relacao ao es-
tado fundamental do campo, denotado por |0), tais estados tem energia [ d*k >_ n,(k)hw(k)
e momento linear [ d°k >, np(k)hk. Portanto, os estados do campo representam um con-
junto de particulas com energia e momento bem definidos onde para cada modo do campo
k de polarizagao p temos n,(k) particulas de energia Aw(k) e momento hk. Tais particulas
sao chamadas fétons e descrevem excitacoes elementares do campo de radiacao. Por essa
razao, o estado fundamental da teoria passa a ser chamado de vacuo. Além disso, fica
evidenciado o cardter bosonico dos fétons, uma vez que nao ha restricoes para o nimero
de fétons em um mesmo estado quantico.

Todavia, é importante notar que essa nao € a unica representacao possivel para os
fétons. Se considerarmos o operador nimero total de fétons, dado por N = [ d°k Zp N,(k),
qualquer combinacao linear do tipo [ @’k Y_ f,(k)[1,(k)) serd autoestado do operador N
com autovalor 1, podendo entao ser entendida como um estado de um unico féton cuja
propagacao nao ¢ dada por uma onda plana. No entanto, um estado desse tipo pode
nao ser estacionario, ou seja, nao ser autoestado de Hi,.q,s. Apenas combinagoes mono-
cromdticas, i.e., combinagoes de estados com o mesmo valor de |k|, sdo autoestados de
Hirons. Dependendo do problema analisado, diferentes representacoes podem ser mais
convenientes.

Conhecendo o espaco de estados e de posse do hamiltoniano, a evolucao temporal do
sistema pode ser calculada tanto no formalismo de Schrodinger, onde os estados evoluem
e os operadores nao dependem do tempo, como no formalismo de Heisenberg onde os
estados sao mantidos fixos mas os operadores evoluem no tempo. Pode-se mostrar que
as equacoes de Heisenberg para os operadores sao compativeis com as equagoes classicas,

resultando na consisténcia da quantizacao. As equacoes de Heisenberg para r, e pq.
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resultam na versao quantica simetrizada da equacao de Newton-Lorentz, a saber

maj—;ra(t> - an(ra<t),t) + % [Va X B(I‘a<t), t) — B(ra(t)7t) X Va] . (167)

J& as equacoes de Heisenberg para os operadores de criacao e aniquilagao resultam em
0 ke, t) + iway(k, 1 ! (k) -3, (k. 1) (1.68)
—a,(k, way(k,t) = ———e . 1), .
ot " P 2e,hw(k) | I

que sao equivalentes as equagoes de Maxwell dinamicas.

1.1.4 EDQ com condigoes de contorno periédicas

Até entao trabalhamos com o campo eletromagnético na auséncia de condicoes de
contorno (CC). Com isso, todas as expressoes que obtivemos sdo dadas em termos de
integrais no espaco reciproco. Por simplicidade, ¢ comum considerar que o campo eletro-
magnético esteja contido em uma caixa de comprimento L e que satisfaca CC periddicas
nas extremidades. Ao fazer isso os modos do campo passam a ser discretos, com

2
by = %n i=1,2,3. (1.69)

Todas as fungoes f(k) passam a ser denotadas por fi e as integrais de Fourier no espago
reciproco agora sao dadas por séries de Fourier. Se estivermos no espaco livre, no final
das contas devemos tomar o limite onde L — oco. A correspondéncia entre uma integral

de Fourier no espaco livre e a série de Fourier é dada pela regra de transformacao

[ #6509 < 53 fun (1.70)

Como exemplo, escrevemos abaixo nessa nova notacao o potencial vetor, o hamiltoniano

e o momento linear transverso do sistema.

h ikr
Ar) = E \/ e P [axpe™ Tex, + hec] (1.71)
kp

1
Hiyons = Z huwy, [aipakp + 5] , (1.72)
kp
Pians = »_ IKal,ay,. (1.73)
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A vantagem desse tratamento reside na simplificacao da notacgao e iremos usa-lo ao longo

do texto.

1.1.5 EDQ com condicoes de contorno genéricas

Em varias situagoes aparecem naturalmente CC sobre o campo eletromagnético como
consequencia direta da presenca de materiais na vizinhanca do sistema em estudo. Isso
ocorre quando confinamos o campo em uma cavidade, formada por exemplo por duas
placas planas, paralelas e perfeitamente condutoras separadas por uma certa distancia.
Nesse caso, entre outras condigoes, a componente do campo elétrico paralela as placas
deve se anular sobre as superficies.

E possivel descrever o campo eletromagnético quantizado nessa situagao, ou até mesmo
em situacoes mais sofisticadas do que essa, expandindo os campos em uma base mais con-
veniente do que as ondas planas utilizadas na expansao em Fourier. Para isso, escolhemos
uma base na qual cada elemento ja satisfaz as CC. De maneira genérica, podemos escrever

o potencial vetor como [1]

Alr)=>_ h [a1p Asp (1) + hec] (1.74)

2wWi€
kp kCo

onde os modos Ay, (r) formam uma base ortonormal no espago real, satisfazendo

/ d3r Akp(r) . Aik(/p/ (I‘) = 5kk’5pp’7 (175)
R

onde R é a regiao na qual as CC se aplicam na fronteira JR. Os campos podem ser

ik-r

escritos a partir de uma mudanca andloga, a saber, e*"ey, — Ay,(r). O operador de

campo elétrico, por exemplo, é escrito como

E (r)=i) 4 Z‘:’f a1y Asp(r) — R (1.76)

As equagdes (1.1) e (1.2) devem continuar sendo validas nessa representagao e isso deve

se traduzir em equagoes para os modos do campo. A transversalidade do potencial vetor
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se reflete na mesma relagao para os modos, a saber
V- Ay,(r) = 0. (1.77)

Uma vez que estamos expandindo os campos em uma base de autoestados do operador

laplaciano, os modos também devem satisfazer a equacao de Helmholtz homogénea,
V2Ay,(r) + k* Ay, (r) = 0. (1.78)

As equacoOes anteriores, juntamente com as CC apropriadas, sao suficientes para determi-

nar os modos do campo e, portanto, todos os outros operadores de campo.

1.2 Interacao atomo-campo

Nessa secao, faremos um estudo geral da interagao de particulas localizadas, formando

atomos e moléculas, com o campo eletromagnético no contexto da EDQ.

1.2.1 Hamiltoniano de acoplamento minimo

Obtivemos na sec¢do anterior, o hamiltoniano dado pela equagao (1.29). Este mesmo
hamiltoniano pode ser obtido pela chamada prescri¢ao de acoplamento minimo, onde uma
vez conhecido o hamiltoniano das particulas, ja considerando a interacao coulombiana, e
o hamiltoniano do campo eletromagnético livre, a interacao das particulas com o campo
é obtida pela substituicdo p, — Pa — ¢ A(ry).

Se as particulas forem agrupadas formando atomos ou moléculas, é conveniente tornar
isso explicito na equagao (1.29). Para isso, denotaremos a posi¢ao e o0 momento conjugado
da a-ésima particula pertencente ao atomo & por r,(§) e pa(§), respectivamente. A
interacao coulombiana Vg, pode separada em dois termos. Um dos termos é uma soma
sobre ¢ da interagao coulombiana intra-atomica V.- (£). Ja o outro é referente a interagao

entre cargas de diferentes atomos, que escreveremos como uma soma sobre Vi (€,€).
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Sendo assim, podemos reescrever a (1.29) como [3, 16]
H=> Ha()+ Hp + Hi, (1.79)
onde Hr = Hyans € 0 hamiltoniano do campo eletromagnético,
Pa
Z zntra(ﬁ) (180)
a€el
¢ o hamiltoniano do dtomo &£ e, por fim, usando a transversalidade de A no calibre de
Coulomb, que implica p, - A(ry) = A(r,) - Pas
2
4y 2 !
'mt — Z Z |: A(ra<€)) + mA (L)A(S))} + Z Wnter(gag) (181)
§ a€g £¢
¢ o hamiltoniano de interacao dos atomos com o campo de radiacao somado a interacao
coulombiana entre os atomos.

Aqui, estudaremos sempre a interagao de um unico atomo com o campo de radiagao.

Nesse caso particular, o hamiltoniano do sistema é dado por
H = Hj+ Hp + Hiy, (1.82)

onde H 4 ¢é o hamiltoniano atomico, dependendo somente dos operadores r, € po, Hr é 0
hamiltoniano do campo eletromagnético, dependendo somente dos operadores de campo
axp € al e, por Gltimo, H;, é o hamiltoniano de interacdo, que acopla todas as varidveis

kp kp > P s tlint ¢ao, q P .

Particularizando as equacgoes anteriores para um atomo, obtemos

2
_ Py
HA - ; 2ma + VCoula (183)
1
Hrp = Hipans = Z oy, |:a/1T(pakp + §:| ) (184)
kp
Hz’nt = - q_apa ' ra + Z qa A2 (185)
Mg 2mg,

07

Por fim, ignoraremos a dinamica do nicleo atomico, visto que o nticleo, formado em geral

por protons e néutrons, possui massa muito maior do que os elétrons. Isso corresponde,
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em uma boa aproximacao, na suposicao de que o atomo se encontra em repouso. Nesse
caso, a soma sobre as particulas consiste apenas em uma soma sobre os elétrons. As
cargas sao dadas por ¢, = —e, onde e é o mdédulo da carga do elétron, e as massas sao
dadas por m, = m., onde m, é a massa do elétron.

Do ponto de vista fundamental, gostariamos de ser capazes de solucionar a equagao
de Schrodinger para esse hamiltoniano, ou seja, diagonaliza-lo. Essa é uma tarefa deveras
complicada e esta longe de ser resolvida analiticamente em um caso geral. Entretanto, em
baixas energias, os valores tipicos do valor esperado H;,; sao bem menores que os valores
esperados de H,. Portanto, uma vez que os autoestados de Hy e Hr sao conhecidos,
essa separacao do hamiltoniano global é muito conveniente em célculos perturbativos da
interacao atomo-campo.

Nessa representacao, a interacao do atomo com o campo de radiagao é dada pela soma
de um termo linear nos operadores de campo, que denotaremos por H;,; ; com outro termo

quadratico H;,: 2. Note que

(Hint2) - e2(A)%/m, N e(Ap)/me. N (Hint1)
(Hintn) — e(Ap)/m. —  p?/me — (Ha) ' (1.86)

ou seja, o hamiltoniano quadratico ¢ uma ordem perturbativa mais alta que o hamiltoniano

linear,

T () -

Vale a pena mencionar que uma outra interacao, a saber, a interacao do campo de radiagao
com o spin das particulas, é inferior a todas as outras consideradas até aqui para radiacao
em baixas energias e particulas ligadas, podendo entao ser ignorada [10].

Por ltimo, é importante notar que, mesmo que sejam conhecidos os autoestados de
H 4, como no caso do atomo de hidrogénio, nessa representagao eles nao sao autoestados
de energia das particulas, uma vez que o momento canonico p, nao coincide com o
momento mecanico m,r,. Por conta disso, cuidados devem ser tomados na interpretacao

de resultados de calculos perturbativos utilizando o hamiltoniano de acoplamento minimo.
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Contornaremos esse problema mais adiante ao considerarmos outro possivel hamiltoniano

de interacao, a saber, o hamiltoniano de interagao dipolar.

1.2.2 A aproximacao de dipolo

De posse do hamiltoniano de interagao (1.85), desejamos calcular perturbativamente
o efeito da interacao das particulas com o campo de radiagao. Porém, essa ainda é uma
tarefa complicada devido a forma geral de A(r,), dada pela equagao (1.74). Entretanto,
ao considerarmos um sistema ligado, como um &tomo, algumas simplificagoes se fazem
presentes.

Devido ao acoplamento entre as particulas e a radiacao envolver majoritariamente
modos do campo tais que o comprimento de onda A é grande se comparado ao tamanho
do 4tomo (|k- (r, —R)| & % < 1, onde a, ~ 0,54 é o raio de Bohr), podemos desprezar

a variacao espacial do campo sobre o dtomo, obtendo

A<ra ~ Z H QCUk; €, akpAkp + akp (R) ) (188)

onde estamos considerando o atomo localizado na posicao R. Na maior parte do espectro

eletromagnético de baixas energias, os comprimentos de onda caracteristicos sao maiores
que o raio de Bohr. Um exemplo tipico é a luz visivel, cujo comprimento de onda varia
de 400nm até 750nm. Consequentemente, a aproximacao de dipolo é uma excelente
aproximacao nos calculos em EDQ de baixas energias. Existe uma pequena sutileza nessa
aproximacao devido a integragao sobre todos os modos, inclusive os mais energéticos e,
portanto, de menor comprimento de onda. Porém, a partir de A, =~ % ~ 10724, a
interacao nao esta corretamente contabilizada, ja que a teoria desenvolvida até aqui é
nao-relativistica. Isso significa que a aproximagao de dipolo funciona em praticamente

todo o espectro onde a teoria desenvolvida se aplica.

Por fim, o hamiltoniano de interacao na aproximacao de dipolo é dado por

Hint = - Z sl_o;pa Z 23;@ A2 (189)
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Note que agora o primeiro termo é o tnico que envolve variaveis atomicas.

1.2.3 Outras possiveis formulacoes da EDQ

O formalismo da EDQ desenvolvido até agora foi introduzido de maneira bastante
natural baseado no procedimento de quantizacao canonica. Entretanto, buscar outras
formulacoes da EDQ pode nos levar a hamiltonianos de interacao muito mais convenientes.
Uma das motivagoes ja levantadas é que, na representacao atual, os autoestados de H 4 nao
sao autoestados de energia eletronica, tornando um pouco mais laboriosa a identificacao
dos reais efeitos da interacao sobre atomos inicialmente preparados em autoestados de
energia atomica. Também gostariamos de escrever uma interacao que dependesse dos
operadores de campo elétrico e magnético e nao do potencial vetor. Tendo isso em mente,
faremos um breve resumo de como obter novas formulacoes da EDQ.

A maneira mais natural é retornar as expressoes dos momentos anteriores a quan-
tizagao e alterar a lagrangiana do sistema por uma derivada total de uma funcao das
varidveis dinamicas F’ (ra(t), A 1(k, 1), t), uma vez que isso nao modifica as equacoes de
movimento do sistema. Como resultado da transformagcao, na quantizacao da teoria os
novos operadores e estados quanticos sao relacionados com os anteriores por meio de uma

transformacao unitéaria, a saber

O—0 = TOT, (1.90)
/ T
H— H = THT'+ih 1", (1.91)
|U) — [U) = T|¥), (1.92)
onde,
T:=T (ra(t), AL (k t), t) = enF(ra(0AL () (1.93)

Essa transformacao preserva os valores esperados de qualquer operador O em qualquer
estado |W). E importante entender que qualquer alteracao na formulagao lagrangiana

da teoria se traduz em uma transformacao unitaria desse tipo. Porém, na formulagao
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hamiltoniana, usada na quantizacao, é possivel conceber transformacoes mais gerais que
ainda preservam as predicoes fisicas, como uma transformacao que dependa dos momentos

e campos conjugados.

1.2.4 O hamiltoniano de interacao dipolar

Estamos aptos a obter uma formulacao da EDQ extremamente conveniente em fisica
de baixas energias e que serd usada em todas as discussoes dos proximos capitulos. Com
esse objetivo, trabalharemos dentro da aproximacao de dipolo e buscaremos uma trans-
formagao unitaria que simplifique ao méximo o tratamento perturbativo da interacao
atomo-campo. Uma simplificacao conveniente, ja discutida anteriormente, é fazer com
que o momento canonico p, coincida com o momento mecanico p)' que, ha aproximacao
de dipolo, é dado por p7' = p, — ¢, A(R). Nessa aproximacao, o momento mecanico nada
mais é do que o momento candnico transladado por um vetor que independe de r,. Essa
observagao torna muito simples a escolha da transformacao unitaria desejada. Esta deve

ser dada pelo operador que translada cada momento p, por ¢,A(R), a saber

T = exp [—% Z JoTo A(R)] = exp [—%d : A(R)] , (1.94)

onde d := ) qars é 0 operador de dipolo elétrico do dtomo. De fato, o momento

mecanico transformado é dado por

/

P, = eap [_% ; Galo - A(R)] [pa - qu(R)] €xp [% ; daTq - A<R>]
= Po (195)

onde utilizamos a férmula [17]
Ap —A 1
e"Be " = B+ [A, B]+§[A, [A, B]] + ..., (1.96)

assim como as relagoes de comutacao canonicas. Investigaremos agora as transformagoes

de todas as outras observaveis fisicas do sistema e iremos interpreta-las. Isso serda de
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extrema importancia na identificacao do termo de interacao do hamiltoniano, bem como
na identificacao do hamiltoniano nao-perturbado cujos autoestados serao utilizados nos
célculos. Antes de passarmos para as observaveis de campo, notamos que r,, = r,.
Além disso, como [A(r), A(r')] = 0, temos A’(r) = A(r). O campo magnético também
permanece inalterado, uma vez que B(r) = V x A(r). Utilizando as relagoes de comutagao
para os operadores de criagao e aniquilacao, concluimos que o operador campo elétrico é

o unico operador de campo modificado pela transformacao,

1
2€,

E\ (r)=E;(r)-)_

kp

[d-Af (R)Ay,(r) + h.c]. (1.97)

Essa transformacao pode ser interpretada ao considerarmos o vetor polarizagao P(r) e o
vetor deslocamento elétrico D(r) associados a distribuicao de cargas do 4tomo. Na apro-
ximagao de dipolo, a densidade de cargas do atomo pode ser substituida pela densidade
associada a um dipolo elétrico puntiforme, dada por p(r) = =V - [dé(r — R)] [18]. Uma
vez que a densidade de cargas ligadas de um sistema pode ser escrita em termos do vetor
de polarizagao como p(r) = =V - P(r), a identificagdo do vetor de polarizac¢ao do sistema
¢ imediata e dada por P(r) = dé(r — R). Notemos que

d-AL(R) = /Rdg’rP(r) AL (r) (1.98)
e, portanto, o segundo termo do lado direito da equagao (1.97) consiste em uma projegao
do vetor de polarizagao sobre o espaco vetorial gerado pelos modos do campo. Como
esses modos constituem uma base para o espaco de campos vetoriais transversos, podemos
identificar

B (r) = E.(r) - P, (r). (1.99)

o

Langando méao do vetor deslocamento elétrico, dado por D(r) = ¢,E(r) + P(r), e obser-
vando que em nosso sistema sé hé cargas ligadas, temos ¢,V - E(r) = =V - P(r) = p(r) e,
consequentemente,

D'(r) = D', (r) = e, B (v), (1.100)
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isto é, o operador de campo elétrico na antiga representacao equivale ao operador deslo-
camento elétrico na nova representacao. Essa propriedade ird se refletir no hamiltoniano
transformado, a ser investigado a partir de agora. Por conveniéncia, reescreveremos o

hamiltoniano da seguinte forma:

1
H =" o [Pa— AR + Voo + Hr, (1.101)

2my,

onde Hp é o hamiltoniano do campo eletromagnético livre. A transformacao dos dois

. . . . ~ . 2
primeiros termos do lado direito dessa equacao resulta simplesmente em ) 2‘;;* + Vieour-

Utilizando novamente a equagao (1.96) e as relagoes de comutagao fundamentais, obtemos

a transformacao de Hp, que assume uma forma muito interessante,

D'(R)

(1.102)

O primeiro termo é o hamiltoniano do campo na antiga representacao. O segundo termo
pode ser interpretado como uma auto-energia dipolar do sistema, uma vez que é uma
constante e depende apenas de d. Denotaremos esse termo por £;. O dultimo termo,
por sua vez, representa uma interagao dipolar com o campo de deslocamento elétrico na
posicao do atomo, conhecida do estudo de eletromagnetismo classico. A forma geral do
hamiltoniano transformado é dada por

D'(R)

€o

2
}: Pa
H = . +VCoul+6d+HF_d' (1103)

Vale a pena chamar atencao para os diversos detalhes contidos nesse hamiltoniano. Os trés
primeiros termos correspondem puramente ao hamiltoniano atémico. O antigo momento
canonico p, coincide com o momento mecanico nessa representacao e, portanto, qualquer
autoestado do hamiltoniano atomico é um autoestado de energia das particulas. Defi-
niremos entao nosso novo Hamiltoniano atomico que, por abuso de linguagem, também
denotaremos por H 4,

2
a

3
Hy=)_ o+ Vooul + Ea- (1.104)
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O hamiltoniano Hr nao mais fornece a energia do campo livre, uma vez que o campo
elétrico foi modificado nessa representacao. Entretanto, ao escrevermos Hr em funcao

dos campos nessa nova representacao obtemos

Hp = l/dgr [Dl2(r> + B&(r)} . (1.105)

2 €o Ho

Essa é exatamente a expressao para a energia armazenada no campo na presenca do
atomo. Os autoestados de Hr podem entao ser interpretados como fétons vestidos pelo
atomo, uma vez que toda a modificacao no campo de radiacao devido a presenca do a&tomo
ja estd contabilizada nesse hamiltoniano. Finalmente, o ultimo termo presente em H’,
¢ o termo de interagao do atomo com o campo vestido. E muito comum escrever essa
parcela como —d - E(R). Isso estd correto uma vez subentendido que o campo elétrico
em questao é o operador de campo na representacao de acoplamento minimo, fato muitas
vezes esquecido ao longo das contas.

A partir de agora, simplificaremos a notagao abandonando os superescritos “ plica” ("),
dizendo apenas em palavras em qual representacao estamos trabalhando. Sem perda de
generalidade, tomaremos £; = 0, uma vez que este é um termo constante que nao altera a
dinamica do sistema. Sendo assim, a forma final do hamiltoniano global do sistema pode

ser escrita como

H=Hj+ Hp + Hip, (1.106)
onde
p2
Hy = 4 Vg, 1.107
1 [ . [D*r) B3r) ; 1
Hp = §/dr[ - + o :kzphwk akpakp+§ : (1.108)
DR
Hy = —a.28) (1.109)
€o

Essa representacao é perfeita para descrever a interagao atomo-campo perturbativamente.
Utilizaremos como hamiltoniano nao-perturbado H4 + Hr que, em principio, sabemos di-

agonalizar. Os autoestados de H 4 coincidem com os autoestados de energia das particulas
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enquanto os autoestados de Hp, com os autoestados de energia do campo vestido. Isso
exclui a dificuldade de interpretacao das mais diversas corregoes devido a interacao, como
por exemplo corregoes de energia atomica ou no tempo de vida de um atomo, como ve-
remos mais adiante. Em comparacao com o hamiltoniano de acoplamento minimo, a
interacao aqui é descrita de maneira muito mais simples, com apenas um termo linear no

campo e, portanto, linear nos operadores de criagao e aniquilacao.

1.3 Alguns efeitos do vacuo quantico

Uma das caracteristicas mais marcantes da EDQ é o fato de que o estado fundamental

da teoria, ou seja, o vacuo, tem uma energia absoluta infinita, dada por
1
E, := (0|Hr|0) :kz§hwk. (1.110)
P

Isso decorre do fato que a descricao quantica para os campos eletromagnéticos implica a
presenca de flutuacoes dos campos, mesmo no estado de vacuo. Isso pode ser notado se
calcularmos o valor médio e a variancia do operador campo elétrico no estado de vacuo.

Pela equacao (1.76) obtemos

(E.(r)) = (OEL1)]0) =0, (L111)

ABR(r) = (E2(r))— (B, ()=

2€
kp °

| AL, (7). (1.112)

Apesar do valor médio do campo elétrico em um ponto do espago ser nulo, a variancia nao
é. Isso é um indicativo da presenga de flutuacoes quanticas do campo eletromagnético no
vacuo. O mesmo resultado se aplica ao operador ¢B(r).

Apesar do valor infinito e, por conseguinte, esptrio da chamada energia de ponto zero
(1.110), veremos nessa se¢ao que o vacuo quantico da origem a diversos fenémenos fisicos

interessantes e surpreendentes.
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1.3.1 Desvio Lamb

A solucao da equagao de Schrodinger para o atomo de hidrogénio fornece um espectro
de energia que depende somente do nimero quantico principal n [19]. Todavia, essa é
uma solugao nao-relativistica do problema e que nao incorpora algumas outras interagoes
presentes, como por exemplo, o acoplamento spin-érbita. Na solucao da equagao de Dirac,
o acoplamento spin-Orbita quebra parcialmente essa degenerescéncia, fazendo com que a
energia dependa também do ntmero quantico j, associado ao momento angular total do
elétron [1]:

9- —1/2

En; = mec® |1+ a , (1.113)

n—(j+s3)+4/(+3)?—a?

»

16%1

47e, Tic 137

onde a = é a constante de estrutura fina atomica. Apesar dessa quebra
de degenerescéncia, estados com os mesmos nimeros quanticos n e j ainda permanecem
degenerados na teoria relativistica.

Por volta de 1930, alguns experimentos comecaram a dar indicios de uma possivel
diferenga de energia entre os estados 2si/3 e 2p;j2. Mas foi somente apds a segunda
guerra mundial e o decorrente avango na tecnologia de microondas que, em 1947, Lamb e
Retherford foram capazes de confirmar experimentalmente que o nivel de energia 2s;/, se
encontra aproximadamente 10000 Hz acima do nivel 2p;/, [20]. Essa pequena diferenca
de energia ficou conhecida como desvio Lamb.

O desvio Lamb e sua explicacdo marcaram o inicio da era moderna da EDQ. A razao
da teoria de Dirac nao explicar o desvio Lamb é que ela nao leva em conta o acoplamento
do elétron com o campo eletromagnético quantizado. A seguir, veremos ainda que o desvio
Lamb é um fenomeno predominantemente nao-relativistico, podendo ser entendido com
o auxilio da teoria de Schrodinger para o atomo de hidrogénio, mas levando em conta o

acoplamento com o campo de radiagao quantico.

Consideremos o hamiltoniano do sistema dado por (1.82). Os autoestados de H,
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sao os autoestados de energia da teoria de Schrodinger para dtomo de hidrogénio e serao
denotados por |n). Utilizaremos a prescrigdo de acoplamento minimo para o hamiltoniano
de interacdo que, na aproximagao de dipolo, é dado por (1.89). E importante mencionar
que o desvio Lamb também pode ser calculado utilizando o hamiltoniano de interacao
dipolar (1.109), como pode ser encontrado em [21]. Porém, com a finalidade ilustrar
um calculo perturbativo pelo hamiltoniano de acoplamento minimo, estritamente nesse
exemplo nao utilizaremos o hamiltoniano de interacao dipolar.

Calculemos perturbativamente a corregdo de energia em um estado |n;0). Como
(m;0]A - p|n;0) = 0, a primeira corre¢ao de energia para o atomo é em segunda or-
dem (lembremos que o termo proporcional a A? é uma ordem mais alta em relagao ao
primeiro termo). O operador A? é diagonal no subespaco gerado pelos estados de mesma
energia que |n;0), portanto, a corregdo devido a este termo é dada pelo seu valor espe-
rado no estado correspondente. Ja o termo A - p é linear nos operadores de criacao e

aniquilacao e conecta apenas estados que diferem por um féton. Consequentemente,

2

i 0IA2I- [(m; 1kp\A p|n; 0)|?
AE, = o (n; 0| A%n; 0) + Z > o (1.114)

em kp

onde FE,, é a energia nao perturbada do estado |n) e os superescritos “plica” nos somatdrios
indicam que a soma se restringe aos termos tais que o denominador nao se anule. Utili-

zando a equagao (1.74) e definindo p,,, := (n|p|m), obtemos

2 2
e 1 |pmn * €k ‘
AL, = 2 1.115
2m, Z kae L3 m2Z Z 2wreo L3 Wy — Wi ( )
onde wy,, = £« hE’”. Note que o primeiro termo nao depende do ntimero quantico n,

sendo um desvio de energia igual para todos os estados atomicos. Por conta disso, este
termo nao ird contribuir para o desvio Lamb e podemos descarta-lo. Até essa ordem, o
desvio Lamb ¢é atribuido somente ao segundo termo. Fazendo a passagem para o continuo,

em coordenadas esféricas:

k2 )
A= g e P | W, oy [ el (10
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onde P denota a parte principal da integral. A integral angular pode ser resolvida notando
que os vetores {IA{, ex1, ekg} formam uma base ortonormal, valendo a relacao

|pmnR|2+Z‘pmn 'ekp|2 - |pmn|2. (1117)
p

Escolhendo um sistema de eixos tal que o eixo z esteja orientado no sentido de p,.,, a

integral angular resulta em

T 8

/dQZ P - €1p|* = 27r/ df send|pyn|*(1 — cos® ) = §|pmn|2. (1.118)
0
p
Utilizando a relagao de dispersao wy = kc, obtemos
AE ¢ S IPwal?P /Ood ~ (1.119)
n=— & o5 o5 a2 mn W :
6m2m2e,c3 - P 0 Wi, — W

E conveniente escrever o desvio em termos da constante de estrutura fina e reescrever a

integral como uma integral na energia £ = hw. Com isso, obtemos

20 / oo E
AE, = ————— 2 P dE ———. 1.120
371'2771,362; [P /0 E,,—FE ( )

Note que essa quantidade diverge linearmente na energia. Esse é um resultado pro-
blematico e intrigou grandes fisicos durante muitos anos. A solucao desse aparente pro-
blema na teoria estd longe de ser 6bvia e, nas palavras de Dirac, “mudou fundamental-
mente o carater da fisica tedrica” [22]. A primeira pessoa a calcular um valor finito para
o desvio Lamb foi Hans Bethe em 1947 [23]. Isso s6 foi possivel entendendo que o acopla-
mento do elétron com o campo de radiacao sempre existe, mesmo no caso em que o eléron
nao esta ligado ao atomo. A consequéncia disso é que o parametro m. que aparece no
hamiltoniano nao perturbado nao pode mais ser interpretado como sendo igual a massa
do elétron. Veremos, a seguir, que um dos efeitos da interacao do elétron com o campo
quantizado é uma renormalizacao da massa do elétron.

Se em vez de tomarmos o hamiltoniano nao perturbado como H, = H 4, considerarmos

Id . . 2 . ~
o elétron livre, ou seja, H, = 55—, podemos calcular da mesma maneira a corregao de
€
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energia (devido ao termo A - p) simplesmente trocando os autoestados nao perturbardos

pelos autoestados de momento |p). Obtemos

4oy o p?
AE, =< — dE , —. 1.121
P { 3mm2c? /0 } 2 ( )

~ , . . .. 2 .
Essa correcao também diverge, mas a energia corrigida E,()) pode ser escrita como

2 4 0o
E®) = Ey+ AB, = = {1 - / dE} . (1.122)
e 0

2m 3Tmec?

Sabemos que a energia de um elétron livre é dada por %, onde M é a massa do elétron.
Porém, como ja foi adiantado, o elétron mesmo que isolado ainda interage com o campo
eletromagnético, de forma que sua energia correta é a energia perturbada El(f) devido a
interacao com o campo. S6 é possivel compatibilizar ambas as afirmacoes se admitirmos
que o parametro m, nao é a massa do elétron, mas sim uma quantidade sem significado

fisico. A relacao entre a massa do elétron M e o parametro m,. é obtida impondo-se

2 2 . .
que Eé ) = o7~ Considerando termos até primeira ordem na constante de estrutura fina,

dov >
M=m.q1 dE ;. 1.123
" { * 37rm€c2/0 } ( )

O processo de renormalizacao da massa consiste em tomar como hamiltoniano atomico

obtemos

nao perturbado

p2
H, = — + Veou, 1.124
opg T VCoul ( )

o que significa que o hamiltoniano de perturbacao ganha um termo extra dado por

2 2 [e%}
p p 20 2
- dE. 1.125
om. 2M  3nhM22P /0 (1.125)

Com essa alteragao no hamiltoniano de perturbacao, a energia corrigida é dada por

2a ! °° 1
AE, = —2 NYpoilPEaP | dE——. 1.126
37T2M202; [Pron /0 Eom — E (1.126)

A correcao ainda é divergente, mas o grau de divergéncia caiu de linear para logaritmico.

Outro ponto importante observado por Bethe é que estamos tratando as particulas e a
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interacao com o campo de forma nao-relativistica. Isso significa que a interagao com os
modos do campo k tais que fwy > Mc? nao estd sendo corretamente descrita na teoria.
Nesses casos, é de suma importancia a quantizacao conjunta do campo eletromagnético e
do campo fermionico. Todavia, o termo de interacao contém uma integragao sobre todos
os modos do campo, inclusive os mais energéticos. Por conta disso, faz-se necessario a
introducao de um corte na integracao em E ~ M¢c?, para nao contabilizar erroneamente
a interacao com esses modos. Bethe intuiu corretamente que, se seguissemos os mes-
mos passos realizados até aqui (o que inclui a renormalizagdo da massa) em uma teoria
relativistica, o resultado seria finito.

E natural nos perguntarmos por que nao introduzimos o corte na integracao anterior-
mente, ja que com isso o resultado seria finito sem a necessidade de uma renormalizacao.
A dificuldade é que, aquela altura, o resultado da integral seria drasticamente sensivel a
alteracoes no valor do corte. Isso nao ocorre para a correcao renormalizada, pois, como

Mc? >> E,,,, a integral na energia até um valor préximo a Mc? é dada por

bMc? 2
1 bMc
dEl — = log |l —
/0 Enm - LK o8

Enm
bM c? Mc? Mc?
~ log “l= log ¢ + logb =~ log c
Enm nm nm
- / Cup ! (1.127)
~ o Enm_E’ .

ou seja, desde que o corte seja feito préximo a Mc? o resultado é praticamenteo mesmo.
O fato do resultado nao depender do corte é muito importante, pois assegura que o valor
obtido para a correcao perturbativa é confiavel. De fato, a renormalizacao da massa nao
deve ser feita somente devido a presenca de uma divergéncia na correcao de energia, mas
sim porque o resultado carece de significado fisico caso nao seja feito assim.

O passo final feito por Bethe foi, a partir do resultado anterior, obter um valor numérico
para o desvio de energia entre os niveis 2s e 2p. Para isso, Bethe substituiu a funcao

logaritmica no somatorio por um valor médio, ja que esta fun¢ao varia muito lentamente,
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a saber

2x

Mc? 5
ABy ~ g (los o) ij [Pon|* (B — En). (1.128)

Ap6s algumas manipulacoes na equacao anterior, pode-se mostrar que

200 Mc? h2e?

AE, = ] 2 1.12
n 37T2M202 < 0g Enm> 260 |¢TL<O)| ) ( 9)

onde ¥, (r) é a fungao de onda do estado |n). Como a corre¢do de energia é proporcional a
|40,(0)]2, os tinicos estados alterados sao os estados s. Isso explica o motivo de haver uma
diferenga de energia entre os estados 2s e 2p. Para o estado 2s, Bethe estimou o desvio

de energia AFEs, ~ 1040M H z, em excelente acordo com os resultados experimentais.

1.3.2 Forca de Casimir-Polder entre um atomo e uma parede
condutora

A forca entre um atomo e um plano condutor perfeito foi calculada pela primeira
vez por Casimir e Polder nos anos 40 [24,25]. Assim como no desvio Lamb, a forga
de Casimir-Polder é causada pelas flutuacoes quanticas do campo eletromagnético que,
agora, sao afetadas diretamente pela presenca da placa condutora.

O método para obtermos a energia de interacao entre o 4tomo e a placa é idéntico ao
empregado no calculo do desvio Lamb. Como vimos anteriormente, a interacao do dtomo
com o campo de radiacao corrige a energia de um estado atomico. Como agora os campos
satisfazem as CC

Exfn =0eB-a| =0, (1.130)

placa placa

onde N é o vetor normal a placa, os operadores de campo mudam e, consequentemente, a
correcao de energia deve ser diferente. A energia de interacao entre o atomo e a superficie
é entao dada pela diferenca do desvio de energia com e sem placas.

Nesse calculo, é necessario encontrar os modos do campo compativeis com as CC
(1.130). Estes podem ser obtidos combinando uma onda plana com outra dada pela sua

reflexao especular, ja que esta superposigao é justamente aquela que satisfaz as CC quando
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incidimos um raio de luz sobre o condutor [1]. Considerando o plano condutor localizado
em z = 0, e definindo o vetor de onda incidente k = k| + k.2, onde k| = k,X +k,§ e o

refletido k, = k| — k.2, uma possivel escolha de modos é
2 , A
Agi(r) = \/Vsen(kzz)e’k“'r(k” X Z), (1.131)
21 . SR
Aga(r) = VE[/{” cos(k.2)z — ik, sen(k.z)kle™ ™, (1.132)

onde V' é um volume de normalizacao. A correcao de energia pode ser calculada pertur-
bativamente. Dessa vez, utilizaremos o hamiltoniano de interagao dipolar (1.109). Para

esse hamiltoniano, a primeira correcao é em segunda ordem e é dada por

ZZ| m: 1kp|d E( ;';:0” , (1.133)

m  kp

Substituindo os modos (1.131) e (1.132) na equagao anterior e fazendo a passagem para

o continuo, obtemos

1 [e’¢) o] hwk
AE,(z) = —(27r)3; /0 dky k| /0 deQG()(Enm_Mk)x

2

k2 ki
X [47r|dﬂbm|2 (1 + k—;) sen’k,z + 87|d;; \2 cos® k z] . (1.134)

onde B, = E, — E,,, dt = (dy,-2)Z dl,=d,,, — dl . Para obtermos a energia de
interacao do atomo com a placa, precisamos remover a contribuicao devido a interacao
com o campo na auséncia da placa, ou seja, precisamos subtrair AF,, do desvio Lamb,

que pode ser escrito como

1 e’} 0 hu}k
AELemb — dk,k dk,
SEENCZOE ;/ ™ / 260(Em — hwk)

2

2 ki
om|dll |2 (1 + ﬁ) + 4r|d;; |2l€2

(1.135)

A energia renormalizada é dada entdao por AE" = AE, — AEL™  Apés um céleulo

extenso, pode-se mostrar que [26]

L (1 91 &1 ,(1 91 2B,z
AEn(Z) - _3271'260 mz |:| nm| ( + &; + @;) 2|d | ; + &; f he )
(1.136)
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onde

> sent
f(x) ::/0 dt— (1.137)

Apesar do resultado geral nao ser simples, existem dois regimes para os quais a energia
de interagao é dada por uma lei de poténcia. A funcao f admite expansoes assintéticas
tanto para x pequeno quanto para x grande. O primeiro caso, chamado regime nao-

retardado, resulta em

1
64me, 23

hc
Enm ‘

AE;(2) = (Ia!

Lol +2ldm?) 2 << (1.138)

Essa é exatamente a energia de interagao nao retardada, de origem puramente eletrostatica
entre um atomo e um condutor [16,27,28]. Vale enfatizar que, nesse caso, em que o
tempo necessario para a luz percorrer a distancia z é muito menor do que intervalos
de tempo caracteristicos do atomo, a quantizacao do campo nao é necessaria para o
entendimento do fenéomeno. Todavia, para grandes distancias, o retardamento deve ser
levado em consideracao.

No segundo regime, chamado regime retardado, a energia de interacao é dada por

, he | dhin]? + | he
AE"(2) ~ “Torre %;L 5 B> (1.139)

Note que, nesse regime, a energia de interagao diminui mais rapidamente com a distancia
do que no regime nao-retardado. Esse resultado extremamente simples para a energia de
interacao para grandes distancias motivou Casimir, apés uma conversa com Niels Bohr,
a criar um método para o calculo da energia de interacao entre objetos neutros baseado

na variacdo da energia de ponto zero, que veremos a seguir [29].

1.3.3 Efeito Casimir

O efeito Casimir foi originalmente proposto por H.B.G. Casimir em 1948 [2] e consiste,
basicamente, na atracao entre duas placas paralelas e perfeitamente condutoras localizadas

no vacuo. No entanto, a interacao entre corpos eletricamente neutros ja nao era uma
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novidade na época. Em 1930, London ja havia obtido perturbativamente a interacao
dispersiva, nao-retardada, entre duas moléculas ou atomos neutros, sem momento de
multipolos permanentes, porém polarizaveis [30]. Essa interagao ocorre devido a presenga
de flutuacoes nas distribuicoes de carga e corrente dos atomos. A novidade trazida por
Casimir foi o método de calculo empregado, onde a energia de interacao entre os objetos
é calculada levando em conta a variacao na energia de ponto zero causada pela presenca

das placas.

Casimir propos que a energia de interacao entre objetos neutros, em particular duas
placas perfeitamente condutoras, fosse essencialmente a diferenca de energia do vacuo
(1.110) na presenga e na auséncia das placas. A presencga de placas condutoras modifica
as possiveis frequéncias wy pois, nesse caso, os campos devem satisfazer as CC (1.130)
sobre ambas as placas. A aplicacdo dessas CC em z = 0 e z = a implica k, = n7/a, onde
n € N. A energia de Casimir é dada entao por [29]

nr hC 2 dk“
B =y [ 1

1/2

ad n27T2
kH +QZ (kﬁ + 2 )
n=1

he dk; [ dk
—— [ L? —= 2. k2 + k2
2 / @n)? /_OO“<27T) AR
(1.140)
onde usamos a relacao de dispersao wy, = kc = ¢, /k:ﬁ + k2 e inserimos um fator 1/2 adicio-
nal na normalizacao dos modos correspondentes a n = 0 pois, nesse caso, ha somente uma

polarizacao possivel para os modos, como fica evidente se fizermos k, = 0 nas equacoes

(1.131) e (1.132).

Com ou sem placas, a energia de ponto zero é divergente e, portanto, essa diferenca
ainda estda mal definida. Para dar um significado a essa subtragao, é necessario adotar
uma prescricao de regularizacao, o que pode ser feito, por exemplo, inserindo na soma
uma funcgao de corte que tenda a zero para k — co. Em seu artigo original, Casimir
justificou a introducao de uma funcao de corte argumentando que a idealizacao de um
condutor perfeito é boa apenas até uma certa frequéncia caracteristica do material. Para

frequéncias muito altas, um material condutor se comporta como um material transpa-
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rente, fazendo com que a presenca das placas nao altere a energia do vacuo associada a
esses modos. Casimir utilizou uma funcao de corte genérica, argumentando que o resul-
tado nao deve depender da funcao de corte escolhida. Utilizaremos aqui uma funcao de

corte exponencial. Fazendo a mudanca de varidveis \? = k2 + k2, obtemos

L? |1 o >
El(ae) = > |3 / —eky g2 dk:||+z / e N2 — / dk. / eewdxl
s 0 0 k-

L2 [ 1 > 2 e—emr/a a 92 0
= = |= — —— | dk.= | e dA|. 1.141
27 | € +n2::1 Oe? ( € ) 7r/0 062/ ] ( )

Note que a energia de Casimir regularizada E’ (a, €) ¢ finita, mas no limite e — 0" coincide

com (1.140). Utilizando a relagdo Y > e™""/* = —— e a defini¢io dos niimeros de
Bernoulli B, [31], 715 = 3°0° ) B, obtemos
. L? | 6a 1 1 = T\l
Bi(a,e) = 5 | =(Bo = D + (1+2B1) = + ( ) Z —n - n—3)<5) . ]
(1.142)

Utilizando os valores dos nimeros de Bernoulli By = 1, B, = —1/2 e B, = —1/30, no
limite € — 0% chegamos ao resultado

E.(a) == lim E"(a,€) = — 2 1 he (1.143)

¢ e—0+ 720 a3 '

Note que os termos divergentes presentes na energia de ponto zero se cancelam na sub-
tracao, sobrando apenas uma quantidade que depende da distancia entre as placas. A

pressao de Casimir é dada entao por

1 d 72 he 1 dyn
P.(a) =———FE.(a) = ———— ~ —-0.013—F——-F—.
(a) L?da (a) 240 a* (a/pm)* cm?

(1.144)
Para placas separadas por uma distancia de 1um, a pressao de Casimir é da ordem de
10~8atm. Por conta disso, o efeito Casimir s6 foi acuradamente medido em 1997 por
Lamoreaux [32], quando ele mediu pela primeira vez a for¢a de Casimir entre uma placa

e uma lente esférica. Para mais detalhes sobre os aspectos tedricos e experimentais do

efeito Casimir, consulte as referéncias [1,33,34].
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Capitulo 2

Emissao espontanea e efeito Purcell

Neste capitulo, faremos uma exposicao geral sobre EE e efeito Purcell. O objetivo
principal é proporcionar um entendimento mais profundo a todos dos fatores que influen-
ciam o decaimento de um atomo excitado, mesmo que isolado de influéncias externas, para
seu estado fundamental. Faremos isso, tanto construindo o arcabouco tedérico necessario
para explicar a EE, como também apresentando alguns exemplos de muita importancia
nessa area de estudo. Forneceremos ainda diversas referéncias sobre aquilo que nao esta

coberto nessa dissertacao mas que é pertinente ao estudo da EE e ao efeito Purcell.

Comecaremos com uma breve revisao histérica da EE e do efeito Purcell, desde o
primeiro trabalho no qual a EE se fez presente até os dias atuais, onde o efeito Purcell é
utilizado na tentativa de controlar com precisao o decaimento radiativo de &tomos e outros
emissores quanticos. Em seguida, introduziremos um formalismo geral para a descricao
da EE e do efeito Purcell. Estudaremos a evolucao do sistema dtomo-campo quando
0 atomo se encontra inicialmente em um estado excitado e, logo depois, discutiremos a
possibilidade de um decaimento espontaneo, cujo tempo de vida dependeré da vizinhanca
atomica por meio das CC impostas sobre os campos. Ilustraremos o efeito Purcell com
dois exemplos e, por fim, introduziremos um método para calcular a taxa de EE utilizando

o tensor de Green da equagao de onda, muito 1til em situagoes mais complicadas.
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2.1 Breve histérico da emissao espontanea

E um fato notdvel que um atomo excitado, mesmo isolado de todos os outros corpos
no universo, decaia inevitavelmente para seu estado fundamental. Ingenuamente, isso
parece surpreendente, uma vez que em mecanica quantica aprendemos que os autoesta-
dos do hamiltoniano atomico sao estados estacionarios. Porém, na EDQ, um atomo no
estado excitado localizado no vacuo nao é um estado estacionario do hamiltoniano do
sistema atomo-campo. Consequentemente, esse estado evolui no tempo, dando origem
ao decaimento. De fato, a EE é um dos fenomenos que sé podem ser explicados com a
quantizacao do campo eletromagnético. Além disso, a EE é um fendmeno cujas propri-
edades dependem da vizinhanca do emissor. O tempo de vida, por exemplo, pode ser
alterado mudando a vizinhanca do atomo, fenomeno conhecido como efeito Purcell, como

ja mencionado nessa dissertacao.

Demorou muito tempo para que os fisicos compreendessem bem o fenémeno da EE e o
efeito Purcell. Sua histéria remonta aos primordios da mecanica quantica e, até hoje, sao
publicados diversos trabalhos nesse tema. Nessa secao faremos uma breve revisao histérica

sobre o assunto, tomando como ponto de partida o pioneiro trabalho de Einstein.

2.1.1 Coeficientes A e B de Einstein

O primeiro trabalho onde surgiu a ideia de que um atomo poderia decair espontanea-
mente foi de autoria de Albert Einstein, em 1917 [35]. Sua motivacao principal era reobter
o espectro de emissao de um corpo negro em equilibrio térmico, ja deduzido por Planck
em 1900 [36], a partir de principios fundamentais da fisica. De fato, Einstein conseguiu
explicar esse espectro a partir de argumentos termodinamicos utilizando, entre outras
coisas, a consagrada teoria de Bohr para o atomo, que era novidade na época. Einstein
considerou um sistema constituido por um conjunto de atomos em equilibrio térmico com

a radiacao eletromagnética. Cada atomo podia absorver e emitir radiagdo a uma certa
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taxa. No entanto, a principal razao para o sucesso da teoria de Einstein foi a ideia de
que um atomo pode emitir radiacao de duas maneiras: ou estimulada pela presenca da
radiacao eletromagnética externa, ou espontaneamente. Referindo-se a essa ideia, em
1916 Einstein chegou a escrever uma carta para seu amigo Michele Besso, onde disse: “A
splendid light has dawned on me about the absorption and emission of radiation™*.
Einstein considerou um conjunto de atomos idénticos, cada um com apenas dois niveis
de energia, que denotaremos por E; e Fy(Ey > Ey). Sejam Ny e Ny os niimeros de dtomos
nos niveis F; e Fs, respectivamente, a taxa de variacao do nimero de dtomos no estado
fundamental, Ny, pode ser escrita como Ny = N + NPst 4 NP onde NA¥ NP5t e
Nf *P correspondem as contribuicoes devidas a absorcao de radiacao, emissao estimulada

pelo campo eletromagnético e decaimento espontaneo [1]. Pela teoria de Bohr, o dtomo

s6 pode absorver radiacao de frequéncia w, = % Portanto, podemos escrever
N = —BiuyNyu(w,), (2.1)
NPt = By Nyu(w,), (2.2)
NEP = Ay N,, (2.3)

onde u(w) é a densidade de energia espectral, Bisu(w,) é a taxa de absor¢ao, Boju(w,)
¢ a taxa de emissao estimulada e Ay é a taxa de EE. Note que NlE *? nao depende da
densidade de energia, caracterizando uma emissao espontanea, ou seja, independente do
estado do campo externo.

No equilibrio térmico, a quantidade de atomos em cada estado nao deve variar, de
forma que N; = 0. No limite T — oo, N{"* é desprezivel em face aos outros termos,
resultando em By = Bs;. Para temperatura finita, obtemos

An/Byn _ An/Bx
(N1/N2) =1 ehwe/hsT — 1

u(w,) = (2.4)

onde usamos a teoria de Boltzmann ao considerarmos (N;/Ny) = e~ ™/*5T sendo kp a

!Traducdo livre do autor: “Uma espléndida luz pairou sobre mim a respeito da absorcio e emissio da
radiagao”.
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constante de Boltzmann. O ltimo argumento dado por Einstein foi que, para kgT >>

hw,, isto é, no limite classico, a lei de Rayleigh-Jeans deveria ser recuperada, ou seja

Ag kpT W2 Ay R
) = -2kl = — = —=%. 2.5
u(wo) Bot hw, w23 © By w2 (25)
Inserindo essa relagao em (2.4), recupera-se o espectro de Planck, a saber
Fuwo? 1

1203 ehw/ksT _ 1"
Vale enfatizar que, de (2.4), vemos que a razao entre as taxas de emissdo espontanea e

estimulada de um atomo é dada por

Ag o /KT
—— =™ —1. 2.7
Boju(w) (27)

Para frequéncias de transi¢ao no espectro visivel, em temperatura ambiente a taxa de EE
é véarias ordens de grandeza maior do que a taxa de emissao estimulada (até 103 vezes
maior). Mesmo para uma fonte térmica como o sol (T ~ 6000K), a taxa de EE é 400
vezes maior do que a taxa de emissao estimulada para A = 400nm (e 30 vezes maior para
A = 700nm) [5]. Isso significa que a maior parte da luz que vemos é proveniente de EE.
A teoria de Einstein da radiagdo é um tesouro da fisica, onde podemos perceber as
sementes da EDQ e da éptica quantica. Dotado de uma mente criativa e revolucionaria,
Einstein nao s6 imaginou a possibilidade de um decaimento espontaneo, como também,
nesse mesmo artigo, inovou ao propor que o féton carrega momento linear assim como
energia [37,38]. Apesar do sucesso da teoria de Einstein, o fendmeno da EE ficou sem
explicacao por muitos anos. Foi Dirac, em 1927, quem derivou pela primeira vez uma
férmula para a taxa de EE diretamente de primeiros principios [39], em um artigo que

pode ser considerado o embriao da EDQ em baixas energias.

2.1.2 Efeito Purcell

Apés o trabalho de Dirac [39], no qual obteve a taxa de EE no espaco vazio, se

pensava que a taxa de EE de um atomo sé dependeria de propriedades intrinsecas ao
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proprio atomo. Isso mudou em 1946, quando Edward Mills Purcell sugeriu que a taxa de
EE de transicoes associadas ao momento nuclear magnético em radio-frequéncias poderia
ser aumentada se o sistema fosse acoplado a um circuito elétrico externo ressonante [7].
Devido a esse trabalho, a influéncia de corpos na taxa de EE atomica ficou conhecida

como efeito Purcell.

Depois dessa constatacao, surgiram muitos trabalhos onde se estudou a influéncia de
corpos no tempo de vida de emissores quanticos. Em 1966, Drexhage realizou a primeira
verificagao experimental do efeito Purcell, quando mediu o tempo de vida de moléculas
proximas a um espelho de prata [40-42]. Motivado por esse e outros trabalhos, em 1969,
Morawitz calculou explicitamente a influéncia de um espelho condutor na taxa de EE de
um dtomo [43]. No ano seguinte, Barton estudou em detalhes o decaimento espontéaneo
de um dtomo entre dois espelhos condutores [44]. Nesse caso, foi mostrado que, sob
certas condicoes, o tempo de vida de um atomo pode ser aumentado em véarias ordens
de grandeza, o que suprime a EE [45]. A supressao da EE s6 pode ser verificada pela
primeira vez em 1985, apds avancos no que diz respeito a preparacao e manipulacao de
atomos de Rydberg [46].

Diversos métodos para o calculo da taxa de EE ja foram desenvolvidos e muitas si-
tuacoes analisadas [47-53]. De forma geral, a EE pode ser aumentada, diminuida, ou
até mesmo suprimida uma vez escolhida a vizinhanca de forma apropriada. Também
percebeu-se ao longo dos anos que, nao somente a EE ¢é alterada devido a presenca de
objetos proximos ao emissor, como também varios outros fenémenos que envolvem a in-
teracao da radiacao com a matéria. Pode-se dizer que o trabalho de Purcell foi o precursor
da grande area que ficou conhecida como eletrodinamica quantica de cavidades (EDQC).

Trabalhos mais recentes tém explorado alguns aspectos particulares de certos tipos de
materiais. Em 1987, por exemplo, Yablonovich mostrou que também é possivel suprimir
a EE em cristais fotonicos [54]. Apds esse trabalho, percebeu-se que cristais fotonicos e

estruturas nanofotonicas em geral proporcionam uma excelente maneira de manipular a
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interagao da radiagdo com a matéria, em particular, a EE [55]. Os crescentes progressos
em Optica de campo proximo, plasmonica e metamateriais, também motivaram varios tra-
balhos cujos objetivos sao, em sua grande maioria, buscar o controle da EE manipulando

apropriadamente os corpos na vizinhanca do emissor, ou seja, buscar o controle do efeito

Purcell [56-62].

2.2 Formalismo geral

O fenomeno da emissao espontanea, assim como muitos outros, nada mais é do que
uma transicao entre dois estados do sistema atomo-campo. Estudaremos, inicialmente,
o formalismo geral para o calculo perturbativo da taxa de transicao entre dois estados
quanticos de um sistema qualquer. Além de descrever a EE, o mesmo formalismo também
se aplica a fenomenos como a absorcao e o espalhamento da luz, os quais nao discutiremos
nesta dissertagao. Em seguida, dedicaremos a nossa atencao ao fenéomeno da EE. Deduzi-
remos uma férmula geral para a taxa de EE de um atomo com uma vizinhanca arbitraria.
Faremos um estudo dos fatores que influenciam o tempo de vida atémico, comecando pela
densidade de estados do campo eletromagnético e encerrando com as regras de selecao

para a EE de um féton.

2.2.1 Evolucao temporal de sistemas quanticos interagentes e a
regra de ouro de Fermi

Considere um sistema quantico cujo hamiltoniano seja dado por H = H, + V', onde
V' ¢ independente do tempo e, por hipotese, sabemos diagonalizar H,, mas nao H. E
extremamente conveniente estudar o sistema no chamado quadro de interagao. Nesse
quadro, que pode ser pensado como intermedidrio entre os quadros de Schrédinger e
Heisenberg, os operadores evoluem somente com o hamiltoniano H,, enquanto os estados
quanticos, com o hamiltoniano de interacao. Na EDQ, tomaremos H, como sendo o

hamiltoniano atéomico somado ao hamiltoniano do campo eletromagnético e V' como sendo



43

o hamiltoniano de interacao dipolar.

Consideremos a seguinte situagao: o sistema é preparado em ¢ = 0 em um autoestado
do hamiltoniano H,, denotado por [i). O sistema evoluird por um intervalo de tempo ¢ e
0 nosso interesse é saber qual é a probabilidade de transi¢ao para um outro autoestado
de H,, denotado por |f). O estado do sistema quantico no quadro de intera¢do em um

instante genérico t pode ser escrito como

() = Ur()l) = Y _(nlUr®)li)ln) = Y ca(t)In). (2.8)

n

onde os estados |n) sao autoestados de H, e U(t) é o operador de evolugao temporal no
quadro de interacdo, dado por Ur(t) = et/ (t), sendo U(t) o operador de evolucio
no quadro de Schrodinger. Notemos que os coeficientes ¢, também dependem do estado
inicial do sistema. A amplitude de probabilidade de transi¢ao para o estado final |f) é
dada por (f|U(t)|i), onde U(t) é o operador de evolugao no quadro de Schrédinger. Porém,
sendo os estados inicial e final autoestados de H,, a amplitude de probabilidade difere de
cs(t) apenas por uma fase global, pois {f|Ur(t)|i) = e’Es/"{f|U(t)|i). Consequentemente,
a probabilidade de transicao entre autoestados de H, pode ser obtida diretamente no
quadro de interacao
(U@ = [{fIUL0))]* = [es(6)]*. (2.9)
Também é de interesse conhecer a taxa de transicao entre os estados quanticos inicial e
final, definida por
wisy = s (1) (2.10)
O quadro de interacao é conveniente pois nos permite obter as probabilidades de transicao
desejadas em funcao apenas do hamiltoniano de interacao do sistema. Entretanto, nao
teremos uma forma explicita para o operador de evolucao pois, por hipotese, nao sabemos
diagonalizar H. No entanto, é possivel obter uma expansao perturbativa para Uj(t)

através da equagao dinamica [63]

d
ih=Us(t) = Vi) Us (0), (2.11)
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onde V(t) 1= etHot/M/e=iHot/h  Junto & condicdo inicial U;(0) = I, a equacdo anterior
determina univocamente o operador de evolucao. Integrando ambos os lados da equacao

de 0 a t e usando a condic¢ao inicial, obtemos uma equacao integral equivalente, a saber

Us(t) =1~ / V(U (1), (2.12)

h Jo
Apesar de equivalente, a equacao integral nos permite obter por iteracao uma solucao

formal particularmente interessante, dada por

Us(t) :i (%)n/otdtl /Otl dtg.../otn1dtn%(t1)‘/j(t2)...%(tn). (2.13)

Essa série, conhecida como série de Dyson, é conveniente no estudo de transi¢goes atomicas,
uma vez que nos permite calcular a amplitude de probabilidade de transicao para o es-
tado |f) perturbativamente. Cada termo da série depende do hamiltoniano de interagao
em uma certa ordem, o que da origem a expansao perturbativa para a amplitude de

probabilidade cy(t), a saber

cr(t) = () + V) + Pt) + e (2.14)
onde
D) = o, (2.15)
1 Z ¢ . ’
) = - [ e avi, (2.16)
0
. t t/
P = (=3) [ [ armevien
0 0
- t t/
) (‘%> > [ar [ aveent et imvi, @)
—Jo 0
sendo wy 1= L2 a frequéncia da transicdo entre os autoestados de H, [a) e [b). A

probabilidade de transi¢ao do sistema para o estado |f) # |i) em um instante de tempo t

¢ dada entao por

ler ()] = 167 (t) + 2 (t) + .. % (2.18)
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Em ordem zero, como tomamos os estados inicial e final como sendo autoestados de
H,, nao obtemos uma transi¢ao possivel, ja que o estado inicial é estacionario nessa
aproximagao grosseira. Em primeira ordem, obtemos nossa primeira aproximacao para a

probabilidade de transicao do sistema por integracao direta. Temos, para Ey # E;,

27t ,
(P = S5 VI PSi(wr). (2.19)
onde
2sen? (&

Para By = E, ]cgfl)(t)\Q ¢ dado pelo limite da equacgao (2.19) quando Ey — E;. Este
¢ um resultado notéavel, pois a probabilidade de transicao entre dois estados mostra-se
como uma fungao oscilante no tempo, onde a frequéncia de oscilagao é exatamente igual
a metade da frequéncia de transicao. A amplitude de transigao, por sua vez, depende nao
s6 do hamiltoniano de interagao como também é inversamente proporcional ao quadrado
da diferenca de energia entre os dois estados. Note que §;(wy;) é maxima para wy; =0 e
tem largura dada por 27 /t. Por esse motivo, a probabilidade de transigao s6 é apreciavel
quando a diferenca de energia é muito pequena. Esse resultado estd completamente de
acordo com o principio de conservagao de energia.

Em uma grande variedade de problemas, em particular no fenomeno da emissao es-
pontanea, os estados finais possiveis constituem um espectro continuo de frequéncias,
cujos valores sao, em geral, muito maiores que a taxa de transicao. Frequéncias dpticas,
por exemplo, sao da ordem de 10'° H z e até mesmo as frequéncias mais baixas, como as de
ondas de radio, sao da ordem de 10> Hz. Consequentemente, a probabilidade de transicao
é muito pequena mesmo para diferencas de frequéncia varias ordens de grandeza menores
do que a faixa de frequéncia de interesse. Todavia, sendo o espectro de energia continuo,
ainda assim existe um conjunto infinito de estados finais com energia muito préxima a
energia inicial.

Voltaremos agora nossa atencao apenas para essa situacao, na qual o estado final faz
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parte de um continuo de estados quanticos. Nesse caso, a notagao utilizada até o momento
é um pouco inapropriada. A amplitude c(¢) ndo é mais um coeficiente de uma expansao
em série, mas sim uma distribuicao que depende de parametros continuos, como a energia.
Devemos notar que |c;(t)|* ndo representa mais uma probabilidade de transi¢io, mas
sim uma densidade de probabilidade de transicao. Como apenas a probabilidade possui
significado fisico, necessitamos calcular a integral de |c;(t)|* sobre um conjunto de estados
finais. O mesmo vale para w;_, ¢, escrita em (2.10).
Antes de prosseguirmos com a integracao, note que

lim 0;(z) = 0(z), (2.21)

t—o00

ou seja, desprezando a largura da funcao d,(z), podemos substitui-la pela delta de Dirac

na integragao. Consequentemente, a probabilidade de transicao serd linear no tempo,

0O = T IVE o) (222)

Dessa forma, a taxa de transicao em primeira ordem é dada por

i—f

W), = 22 IVIE o) (223

A aproximacao realizada consiste em negligenciar totalmente a possibilidade de transicao
entre estados de diferentes energias. Um resultado particularmente interessante é obtido
quando calculamos a taxa de transicao total do sistema, isto é, quando somamos sobre
todos os estados finais possiveis. Se definirmos uma fungao da energia p(FE) tal que

p(E)dE seja o numero de estados do sistema com energia entre E' e E + dE, ou seja

p(E):=> 6(E, - E), (2.24)

temos,

wl = 3wl = [ el (225)
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(1)

onde (w, _>f> £ € a soma das taxas de transicao para todos os estados finais de mesma

energia F. Utilizando a equagao (2.23), obtemos
(1 _ 27w A2
wi = (VD) 5 p(E:)- (2.26)

A fungao p é conhecida como densidade de estados de energia e esse resultado mostra
que, em primeira ordem, a taxa total de transicao é proporcional a densidade de estados
com energia igual a energia inicial do sistema. Essa regra é conhecida como regra de ouro
de Fermi e é 1til no estudo de transicoes atomicas, em particular no calculo da taxa de
emissao espontanea. A partir dela é possivel prever resultados importantes sobre a taxa
de emissao espontanea, como por exemplo a sua supressao, apenas analisando a densidade
de estados do campo para estados finais que satisfacam a conservacao da energia. Veremos
isso em mais detalhe na proxima secao.

E importante lembrar que, como esse ¢ um resultado perturbativo, espera-se que seja
vélido apenas se a probabilidade P;(t) de que o sistema permanega no estado inicial seja

préoxima de 1. Como Py(t) =1 — wz(l)

t, a regra de ouro ¢ valida somente se t << 1/w§1).
Isso estabelece uma janela temporal onde a regra de ouro é valida, ja que desprezamos
anteriormente a largura 27/t da probabilidade de transi¢ao em fungao da frequéncia. Para

mais detalhes sobre o regime de validade da regra de ouro, recomendamos a leitura de [64].

2.2.2 Aproximagao de Weisskopf-Wigner

Para estudar a evolugao de um sistema quantico em uma escala de tempo longa quando

1 é necessario um método nao-perturbativo. Uma método aproximado,

comparada a w;
foi introduzido pela primeira vez por Weisskopf e Wigner em 1930 [65]. Nessa subsegao,
apresentaremos as principais ideias desse tratamento.

Comegaremos reescrevendo a equagao (2.8) na forma

W(t) = (i) + ) ex(®)Ik), (2.27)
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onde o segundo termo do lado direito da equagao ¢ uma soma simbélica sobre o conjunto
continuo de estados finais possiveis. Pela equagao de Schrodinger no quadro de interagao,
a saber ih-£|U(t)) = V;(t)|¥(t)), se o hamiltoniano de interacdo ndo conecta estados

pertencentes ao continuo, ou seja, (k|V;(t)|k") = 0, temos

m%@-(t) — )V +ch ViR, (2.28)
et) = Vi) (2.29)

As amplitudes ¢ (t) podem ser obtidas em termos de ¢;(t) por integracao direta da equagao
(2.29). Considerando ¢;(0) = 0, inserindo a expressao obtida por integra¢do na equagao
(2.28), obtemos

—iAEY iV ! , .
L) = (%) - O [ateywmiwnn. @0

k

onde AEi(l) := (i|[V'|i) é a corregao de energia em primeira ordem ao estado inicial |7).
Em 1930, Weisskopf e Wigner imaginaram que o comportamento da probabilidade de que
o sistema permanecesse no estado inicial fosse, com boa aproximacao, um decaimento
exponencial. Essa suposicao corresponde, em nosso tratamento, a chamada aproximacao
markoviana, que consiste na hipotese de que o sistema nao guarda memoria de instantes
anteriores a t. Para que essa hipdtese seja verdadeira, a amplitude ¢;(t) s6 pode depender
dela mesma avaliada no mesmo instante de tempo t. Substituimos, entao, na equagao
anterior, ¢;(t') por ¢;(t), de forma que

—1 @ ilV; t ‘
ey dt’<k|vf<t’>|z>]. (2.31)

k 0

d

Zelt) = &t

Como estamos interessados em obter o comportamento para intervalos de tempo muito

longos, temos [1]

[ araviom ol = [wvink [ e



49

~ [(k|V]i)|? {—z’P( ! ) +7r(5(wki)} : (2.32)

Wi
e, por fim,
d —iAEW [KIVI)P?  1=2m -
—alt) = alt) ———PZ > §;ﬁ|<kﬂ/lz>]5(wki) :
[ _inE,  w
= ¢t . B 2.
Git) | — 5 (2.33)

onde AFE; é a correcao de energia ao estado inicial até segunda ordem. Integrando dire-

tamente essa equagao e, utilizando a condigao inicial ¢;(0) = 1, obtemos

—iAE;t w{M

_ i

(
) =e T e = gt))F = et

(2.34)

Dentro da aproximagao de Weisskopf-Wigner, um sistema quantico que pode apenas efe-
tuar transicoes para um conjunto continuo de estados, tem probabilidade de decair dada
por P(t) =1 — et Note que a taxa de decaimento é exatamente igual a taxa de
transicdo dada pela regra de ouro de Fermi (2.26). Esse ¢ um comportamento muito

diferente de sistemas que acoplam com um conjunto discreto de estados [64].

2.2.3 Emissao espontanea de um féton

A fim de descrever o fenéomeno da EE, nos perguntamos qual a probabilidade de
transicao do sistema atomo-campo, consistindo inicialmente de um atomo excitado no
vacuo, para um estado excitado do campo onde o atomo perdeu energia. Considerando o
formalismo desenvolvido, é natural tomarmos H, = H4 + Hf e a perturbagao dada pelo
hamiltoniano de interacao dipolar V = H;,; = —d-E(R). Também é natural iniciarmos o
estudo pelo cédlculo da taxa de EE em primeira ordem. Como vimos, a taxa de transicao
do sistema de um estado |i) para um estado |f) pertencente a um continuo é dada pela
equagao (2.23). No processo de EE, o estado inicial do sistema atomo-campo é |i) = |e; 0),

onde |e) ¢ um estado excitado do atomo. Devido a forma explicita do hamiltoniano de
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interacao, a saber

. Iw .
Hi = —d - B(R) = =i (/o [akpd - Aiy(R) —al d - A}, (R)], (2.35)
kp o

o elemento de matriz (f|H;n|i) s6 é diferente de zero para estados finais de um tnico
foton, ja que ({nky}|aky|0) = 0 e ({nwy} |aLp|O> = Opy,1- Por essa razao, o processo
mais comum de decaimento de um atomo é por meio da EE de um féton. Como bem
sabemos, os autoestados do hamiltoniano do campo eletromagnético, em geral, formam
um conjunto continuo de estados, de forma que podemos aplicar a regra de ouro de Fermi
na descri¢ao da EE. Consideraremos um particular estado final |f) = |g; 1k,), onde |g) é
um estado de menor energia do atomo, por exemplo, o seu estado fundamental. A taxa

de transicao entre ambos os estados é dada por
W
Wiy = — ey - Ay (R) 0w, — tey). (2.36)

onde d., := (e|d|g) é chamado momento de dipolo da transi¢ao atémica. A conservacao
da energia se traduz no fato de que a frequéncia do féton emitido wy deve ser igual
a frequéncia associada a transi¢ao atomica we,. Se estivermos interessados apenas na
transicao entre dois estados atomicos, a taxa de EE total, a ser denotada a partir de

agora pela letra I', é obtida somando sobre todos os estados possiveis do campo,

I(R) =

i 2
7 D wildeg - A (R)[6(wi — weg). (2.37)
kp

Se desejarmos ainda a taxa de EE total para todos os possiveis estados atomicos, basta
somarmos sobre todos os estados finais do atomo. Como (g; lwp|Hint|g; lkp) = 0, se
fizermos a restricao de que os unicos estados finais possiveis sejam estados de um féton, o
hamiltoniano de interagao nao conecta os estados finais e o modelo de Weisskopf-Wigner
¢ uma boa descrigao da EE. O atomo eventualmente decai para o estado fundamental e
jamais retorna ao estado inicial.

A férmula (2.37) tem a vantagem de deixar explicita a dependéncia da taxa de EE

com as CC sobre o campo causadas pela presenga de corpos na vizinhanga do emissor
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(efeito Purcell). Ao mudarmos as CC, alteramos o conjunto completo de modos Ay, e,
consequentemente, o acoplamento atomo-campo, que se traduz na alteracao da taxa de
EE. Como os estados atomicos formam um espectro discreto de energia, I' depende da
densidade de estados do campo eletromagnético p.(F). A regra de ouro de Fermi mostra
que a taxa de EE é proporcional a densidade de estados do campo eletromagnético com
frequéncia igual a frequéncia da transicao. Todavia, um olhar mais atento na equacao
(2.37) revela que importam somente os estados do campo que acoplam com o momento de
dipolo da transi¢ao. Se d.,- Ak, (R) for nulo, nao é possivel que haja emissdo de um féton
no estado |1x,). Nesse sentido, é mais apropriado afirmar que a taxa de EE é proporcional
a densidade de estados do campo eletromagnético que acoplam com o momento de dipolo
da transicao. Na proxima subsecao, faremos um estudo mais detalhado sobre densidade
de estados e definiremos quantidades mais apropriadas ao estudo da EE. A dependéncia
da taxa de EE com as propriedades intrinsecas ao atomo estd codificada no momento de
dipolo da transicao. Todas essas caracteristicas sao notaveis e extremamente relevantes,
pois permitem que se realize um controle da EE alterando os corpos na vizinhanca do
emissor. Isso pode ser realizado tanto trocando esses corpos por outros, com diferentes
propriedades eletromagnéticas, quanto mudando a geometria do problema.

Para encerrarmos essa discussao introdutéria, utilizaremos a féormula (2.37) a fim de
reobtermos o resultado de Dirac de 1927 para a taxa de EE de um atomo localizado no

espaco livre. Nesse caso, os modos do campo sao dados por

ok R
Ay (R) = Wekp- (2.38)
Fazendo a passagem para o continuo, obtemos
T 1 3 ,
r, = 5 ok /d kw(k)d(w(k) — weg) ; d, - €. (2.39)

Escolhendo o eixo z orientado no mesmo sentido que o momento de dipolo da transicao,
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temos, em coordenadas esféricas,

v 1 > 3 2
r, = h @n)? /0 dww®d(w — weg) /dﬂzp: deg - €1l (2.40)

onde utilizamos a relagdo de dispersao w = kc. Utilizando a equagao (1.118) (trocando
|dg| 2w

€9
Fo = W. (241)

Podemos utilizar essa equacao para termos uma ideia da ordem de grandeza do tempo de
vida de um atomo excitado que decai pela EE de um féton. Consideremos, por exemplo, a
transicao 2p — 1s do hidrogénio. A frequéncia de transicao é dada por we; ~ 1,5 x 106 H 2.
Utilizando as fungoes de onda dos estados 2p e 1s, podemos calcular o momento de dipolo
da transigao e inseri-lo na equagao (2.41). Obtemos um valor aproximado para a taxa
de EE, a saber I', =~ 6 x 108s7!. O tempo de vida médio, por sua vez, é dado por

7o =1/T, 21,6 x 107%s, ou seja, é da ordem de nanossegundo [66].

2.2.4 Densidade de estados e emissao espontanea

No estudo da EE, é conveniente considerarmos a densidade de estados de um foton

em funcao da frequéncia, que pode ser escrita como
pw) = 5wy — w). (2.42)
kp

Apesar da taxa de EE ser proporcional a densidade de estados, ela possui um pré-fator
que pode ser nulo mesmo para uma densidade de estados nao nula, pois envolve uma soma
de termos do tipo |de, - Ak, (R)|? sobre todos os modos de mesma frequéncia.

Para um melhor entendimento da dependéncia da EE com os modos do campo eletro-

magnético, é interessante reescrever a equagao (2.37) como

7| deg|*we R
['= # kZp ’neg ) Akp(R)|25(wk - Weg)> (2.43)
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onde d., = dy4fi.,. Definimos o conceito de densidade local de estados parcial como [9)]
PR w) =) i [Ag(r)Af, ()] - A% (w, — w). (2.44)
kp

Dessa forma, a taxa de EE pode ser escrita como

W’deg‘Qweg fieg

I'= th P <R> weg)' (245)

Com essa definicao podemos dizer que a taxa de EE de um atomo é proporcional a
densidade local de estados parcial, a qual depende explicitamente do valor de uma tnica
componente dos modos do campo em uma dada posi¢cao no espacgo. Considerando uma
base ortonormal, por exemplo a base cartesiana {X,¥,z}, e definindo a densidade local

de estados como

pl(r’ UJ) = pf(r, w) + ply<r? w) + plz(r7 w)
= ) |Asp(r)Po(wr — w), (2.46)

pode-se mostrar que

[t = | [ el s - o)

= p(w). (2.47)

Ou seja, a integral volumétrica da densidade local de estados nada mais é do que a
densidade de estados dada na equagao (2.42), a qual considera a contribui¢ao de todos os
modos independentemente de sua intensidade em uma determinada regiao do espaco.
Encerramos essa subsecao deixando claro que a EE de um féton sé é permitida quando
a densidade local de estados do campo com frequéncia igual a frequéncia da transicao
atomica é nao-nula. No entanto, vale enfatizar que mesmo para uma densidade de estados
diferente de zero, a emissao pode nao ocorrer. A luz desse fato, seremos capazes de
interpretar os resultados que obteremos nas diversas situacoes a serem consideradas na

proxima secao.
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2.2.5 Regras de selegcao

Mostramos nas subsecoes anteriores que a EE esta diretamente ligada a elementos
de matriz do tipo (a|d|b). De fato, todos os processos de absor¢do e emissao de luz,
espontanea ou nao, dependem crucialmente desse elemento de matriz. Em primeira ordem,
as taxas de emissao e absorcao sao diretamente proporcionais ao quadrado do modulo do
momento de dipolo da transicao considerada. Um estudo detalhado desses elementos de
matriz é, portanto, muito importante e dara origem as chamadas regras de selecao, a
serem interpretadas cuidadosamente nessa subsecao.

Primeiramente, devemos relembrar que o operador de dipolo é dado por

d= Z er,, (2.48)

onde r, é a posicao do elétron o em relagao ao nicleo. Em geral, os dtomos podem ser
muito bem descritos dentro da aproximagao de potencial central [67,68], de modo que a
funcao de onda dos muitos elétrons é separavel e cada funcao de onda de um elétron pode
ser escrita como Y, (ra) = Ru(16)Yim (0o, ), onde Y, (0, ¢) é um harmonico esférico.
O célculo do momento de dipolo de uma transicao, portanto, devera passar pelo cédlculo
de elementos de matriz do tipo (n/l'm/|r|nim). Comecemos por investigar esse elemento

de matriz. Na representacao de posicao temos

(n'I'm'|r|nlm) = /OO drr R, (1) R (1) /dQ (0, 0)Y, (0, 0)Yin (0, 0). (2.49)
0

Note que a integral pode ser separada em um produto de uma integral radial, que necessa-
riamente deve fornecer um escalar nao-nulo, por uma integral angular, que deve retornar

um vetor. Ao expressarmos I em termos dos harmonicos esféricos, a saber [69]

A dr (Vi —Y) . (Y11 + YY), A}
t=\/>—F—X+i—F—y+ Y02 ¢, 2.50
3 { \/§ \/§ y 10 ( )

percebemos que a integral angular se reduz ao célculo da integral de produtos de trés

harmonicos esféricos. Todavia, o produto de dois harmonicos esféricos deve pertencer
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ao espaco de funcgoes geradas pela soma de dois momentos angulares, pois Yy, Yy =
(r|(|kq) ® |K'q')). Consequentemente, podemos expandir
YigYurg = 3 Citr Y, (2.51)
iM
com a restricdo de soma de momento angular |k — k| < j <k + k' eq+q¢ = M [19,63].

Utilizando a expressao anterior na equagao (2.49), integrando no angulo sélido e usando

as relacoes de ortonormalidade dos harmonicos esféricos, obtemos

11,m—1 [1,m1 1,m—1 [1,m1

n'U'm/|rinlm) ( ’ X+ ’
( [r[nim) %; 7 7

>y+qW%(%%M
(2.52)
que, com a restricao de soma, fornece um resultado nao nulo somente se Al :=[—[' =0, +1
e Am :=m—m' = 0,+1. Além disso, ocorre outra restricao devido ao fato de o vetor T ser
uma funcao fmpar e os harmonicos esféricos possuirem paridade bem definida, sendo uma
funcao par para [ par e impar para [ impar. Como a integral é realizada em todo o angulo
solido, o resultado é nulo se o integrando for impar. Consequentemente, os harmonicos
esféricos Y}, e Y,y devem ter paridades opostas, o que exclui a possibilidade Al = 0.

O que acabamos de mostrar é um caso particular do teorema de Wigner-Eckart [63]
sobre elementos de matriz de operadores tensoriais. Os momentos de dipolo de uma
transigao entre os estados atomicos |a) e |b) sdo nao-nulos somente se as diferengas nos
nimeros quanticos [ e m dos estados inicial e final de um tnico elétron forem Al = +1
e Am = 0,+1. Essas sao as chamadas regras de selecao para a emissao e absorcao de
luz. Para o caso da EE de um féton (e também da absorcao) na aproximagao dipolar, a
taxa de EE ¢ diretamente proporcional a |d.y|?, o que significa que este processo somente
ocorre sob as condigoes listadas anteriormente. No entanto, a rigor isso nao significa que
uma transicao seja proibida caso as regras nao sejam satisfeitas. Essa transicao ainda
pode ser possivel se formos além da aproximagao de dipolo [3] ou, ainda na aproximagao
de dipolo, mas em ordem mais alta em teoria de perturbagao, j4 que nessas situacoes a

taxa de EE nao mais é proporcional ao momento de dipolo da transicao.
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2.3 O efeito Purcell

Nesta secao, faremos em detalhe dois exemplos introdutoérios do efeito Purcell. Con-
sideraremos primeiramente a situacao onde um atomo se encontra proximo a um plano
infinito e perfeitamente condutor. Como j& mencionamos, a primeira verificacao experi-
mental do efeito Purcell foi realizada nessa situacao. No segundo exemplo, veremos um
caso onde a EE de um féton pode ser suprimida, a saber, um atomo entre dois planos

infinitos, paralelos entre si e perfeitamente condutores.

2.3.1 Atomo proximo a uma placa condutora

Como primeiro exemplo do formalismo desenvolvido na secao anterior, calcularemos
a taxa de EE de um foéton para um atomo préximo a uma placa perfeitamente condutora

(Figura 2.1). Como vimos, os modos do campo nessa situagao sao dados pelas equagdes

Figura 2.1: Atomo a uma distancia z da placa condutora.

(1.131) e (1.132). Devido a simetria por translagoes em z e y, a taxa de EE s6 dependera

da distancia do atomo a placa. Pela equagao (2.37) temos

I(r) = %% / Pk [|dey - Aa (1) + ey - Ana()?] wrdlwr — weg),  (2.53)
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onde r é a posicao do atomo. E conveniente separar o momento de dipolo da transicao
na soma de sua componente transversa a placa com a sua componente paralela a placa, a

saber d¢, = dﬂg + djg. Isso nos leva a uma decomposicao para a taxa de EE da forma

I'= F” +I', +T,, (2.54)

1
eg’

onde I'j e I'; s@o dados por (2.53) trocando d., por d!g e d;,, respectivamente. Note
que a contribuicao paralela para a taxa de EE é devido somente a componente paralela
dos modos A{Lp(r), enquanto a contribuicao perpendicular é dada somente pela compo-
nente perpendicular dos modos Altp(r). O termo I'. envolve termos cruzados entre as
componentes paralela e perpendicular do momento de dipolo e dos modos do campo. En-
tretanto, apds efetuar a integral em k, pode-se mostrar que esse termo é identicamente

nulo. Portanto,

I'= F” +1',. (2.55)

Essa separagao é particularmente interessante pois permite comparar os resultados tedricos
para cada uma das componentes diretamente com observacoes experimentais, onde o
atomo é preparado em um estado no qual o momento de dipolo da transicao possui uma
orientacao especifica. Isso pode ser feito, por exemplo, pela aplicacao de lasers pulsados
sobre o atomo [70].

Calcularemos agora cada uma dessas contribuicoes separadamente. Comecgaremos pela

contribuicao perpendicular:

2rdL? v 2 K,
S A AN OIS / APy 08" (k:2)wrd (@ — weg). (2.56)

Utilizando a relacao de dispersao w;, = kc e a relacao k:ﬁ = k? — k?, podemos resolver a
integral de maneira relativamente simples em coordenadas esféricas, ja que k., = kcos@.
Obtemos, dessa forma,

A PR,

r, = ' 1 — cos® 2 2.
1 omeh /o df senf(1 — cos” 0) cos”(keyz cos ), (2.57)
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onde definimos k., := w,y/c. Fazendo a substituigao de varidveis p = cos # obtemos

’dL‘2k3 1
D, =9 9 [ g1 — u?) cos®(k, 92.58
Ty /_1 (1 — =) cos®(kegzpt), (2.58)

que pode ser diretamente integrada, resultando em

FO B |(:leg|2

r, 3|deig‘2 1 cos(2key2) N sen(2k.,2) | (2.59)
3 (2keg2)? (2kegz)?

onde normalizamos o resultado pela taxa de EE no espago livre, dada pela equagao (2.41).

De forma anéloga, a contribuicao paralela da taxa de EE é dada por

2V
I e nv (2m)3

/dgk {|deg - (ky x 2)|*sen®(k.z) + |d!g : kH|2ﬁ sen’ (k. 2)wid (wy — weg)} :
(2.60)
Podemos escolher um sistema de eixos tal que |d!, - (kyx2)]> = dly[2 cos? ¢ e |dl,- ky)? =

|de,y|? sen?¢. Integrando novamente em coordenadas esféricas, obtemos

d! 213
Ty = M / df senf { sen®(keyz cos0) + cos® 0 sen®(keyz cos6) }
dme,h Jo

R, [
Wheg /1 d/ub { Sen2(/€egz,u) (]. + Mz)} . (261)

Normalizando pela taxa de EE no espaco livre, temos

Ly §|d!g‘2 [2 sen(2kegz)  cos(2kegz) | sen(2kegz) (2.62)

T, 2]|de? |3 (2keg2) (2kegz)? (2kegz)?

Com a finalidade de estudar graficamente o comportamento das taxas de EE normalizadas,

é conveniente definir

= ldef
FL =
|z, 2

FL (§] F” = —FH. (263)

Na figura 2.2 mostramos os graficos de I'| e f” como funcao da distancia entre o atomo
e a placa. Notamos que, muito proximo ao plano condutor, a taxa de EE tende ao dobro
da taxa de EE no vacuo se o momento de dipolo da transicao estiver orientado ao longo
do eixo z, porém, tende a zero se o momento de dipolo for paralelo ao plano. Esses

resultados decorrem do fato de que o campo é perpendicular a placa em z = 0, de modo
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Figura 2.2: Taxas de EE de um atomo proximo a um plano condutor normalizadas pela
taxa de EE no espaco livre.

que o acoplamento atomo-campo s6 é possivel quando o momento de dipolo da transicao
é ortogonal ao plano condutor. Em ambos os casos, também observamos oscilagoes da
taxa de EE em funcao da distancia do atomo ao plano. No limite z — oo, a taxa de EE
de um atomo no espago livre (2.41) é recuperada. Pode-se mostrar que a taxa de EE na
presenca de um objeto normalizada pela taxa no espaco livre coincide com a razao entre
as taxas de radiacao de um dipolo elétrico oscilante na presenca e na auséncia do mesmo
objeto [71]. Veremos mais adiante que essa razao é dada em termos do campo elétrico
gerado pelo dipolo elétrico, de forma que as oscilagoes presentes na figura 2.2 podem ser
entendidas como sendo um efeito de interferéncia do campo elétrico incidente sobre o

plano condutor com o campo elétrico refletido.

Como 1ltimo comentario, consideraremos uma situagao muito mais comum, a saber,
um atomo cuja direcao do momento de dipolo da transi¢ao seja aleatoria. Nesse caso
devemos tomar a média sobre todas as possiveis orientacoes do momento de dipolo. Re-

tornando a equagao (2.37), temos (utilizando a convengao de soma de Einstein)

T 7 *J /30 7%j
() = = D wndig A (degdi3)d(wr — weg). (2.64)
o kp
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A média orientacional é obtida a partir da integral angular

(di,dcd) =

€geg

1 % %] 1
& [ 9,0.000560.0) = 51,5 (265)

onde na ultima passagem usamos que deg = de,( senf cos ¢pX + senfd sengy + cos 6z). Com
isso, temos

7T|deg| Weg

7| deg|?w
r _ _1egl *Feg A 2 _ —
< >(R) 360 Z ’ 5 CL)k- weg) 3€Oh Pl

(R, Weg)- (2.66)

Note que a taxa de EE é proporcional a densidade local de estados, e nao mais a densidade

local de estados parcial. Decorre desse fato o seguinte resultado:

1- 2—
<F> = gFL + gF”. (2.67)

Essa equagao nos mostra que, se tivermos um conjunto de dtomos aleatoriamente orien-
tados, a contribuigao paralela contribui duas vezes mais para a taxa de emissao do que a

contribuicao perpendicular.

2.3.2 Atomo entre duas placas condutoras

Consideraremos agora um atomo entre duas placas perfeitamente condutoras e para-
lelas entre si. Nessa situagao, as CC (1.130) se aplicam ao plano situado em z = 0, mas
também ao plano localizado em z = L. Os modos (1.131) e (1.132) satisfazem as CC em

ambas as placas se

k= % n €N, (2.68)

O célculo da taxa de EE de um atomo entre duas placas condutoras deve ser feito inte-
grando sobre k, e k,, porém realizando uma soma discreta sobre k7', o que se traduz em
uma soma em n.

Pelas mesmas razoes ja discutidas no calculo da EE de um atomo na presenca de

uma placa condutora, podemos separar a taxa de EE em uma soma das contribuigoes
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Figura 2.3: Atomo entre duas placas perfeitamente condutoras e paralelas entre si sepa-
radas por uma distancia L.

associadas as componentes paralela e perpendicular do momento de dipolo da transicao.

Comecemos pelo calculo de I';. A partir das considerac;ées anteriores, temos
2m|dz,|
ehV (27

| = —

dzka cos® (k2 2)wrd (wg — Weg)- (2.69)

Nessa equagao, A = V/L e o superescrito “plica”’na soma indica que o termo n = 0 deve

ser multiplicado por 1/2. Devido & equagao (2.68), temos k? = kz2 L2 e, portanto,
degl® o~ oz ki
— Pk —L5(k — key). 2.
L ZWGOHLHZ:O o8 ( L >/ g ( “0) (2.70)

Para prosseguirmos com a integracao, utilizaremos coordenadas polares. Note ainda que
O(k —keg) = 0(f(Ky)), onde f(k) = k:2 "2”2 — key. Faz-se necessario o uso da seguinte
propriedade [72]:

| (i)

onde x; sao as raizes da fungao f e f'(x;) é a derivada da fungao avaliada em z;. Uma

7)) = 32 20, @.11)

aplicacao direta dessa propriedade nos leva a

) </<;” — /K2, - W) keg O <k|| + /K2, — "Lﬂ) keg
0(k — keg) = -~ : (2.72)

2 . 2 _ n27r2
keg keg L?

n2m
1.2
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Utilizando essa equagao e prosseguindo com a integracdo em coordenadas esféricas (a

integral angular fornece apenas um fator 27), obtemos

ok k2 — )
|d |2 o0 , (e 0 k\?\) (II eg L2) eg
I' = thL Z cos (—)/0 dkH? o ) (2.73)
eg

LZ

O segundo termo de delta presente em (2.72) pode ser ignorado pois a integragao comega

em zero. Devemos notar que o resultado da integracao é nulo para todos os termos da

soma tais que a equacao k:2 = k2, — "

nao possa ser satisfeita para algum valor real de
k). Com isso, obtemos

gL/7r

I dé- 2 3 2. 2
7 cost (172 [1__} (2.74)
T, [deP kel ~ 2L

onde [key,L/m] é o maior inteiro menor ou igual a kT"L = iLg . De forma anéloga, pode-

mos calcular a contribuicao associada a componente paralela do momento de dipolo da

transicao,

o0 A — 9

2
{rdﬂg (g 2) P sen(k22) + [l Ty 0

X

sen (k;gz)} . (2.75)

Nesse caso, a soma inicia em n = 1, pois as componentes paralelas dos modos sao identi-
camente nulas para n = 0. Como feito no cdlculo de I'j para um dtomo préximo a uma

unica placa condutora, escolhendo apropriadamente o sistema de eixos, temos

B |d,‘3‘g|2 > o (M2 o n?m?
F”—zeth;SGH <T> ; dk”k”k 1+W 5(1{5 keg)' (276)

Utilizando novamente a equagao (2.72), e seguindo os mesmos passos do calculo de I'j,

obtemos i/
Iy al, 2 3r T o (M2 n’m?
- = — ) 1+ == 2.77
T, |du|? 2k ; sen” () TR (2.77)

Uma caracteristica marcante do processo de EE de um féton de um atomo confinado em

uma cavidade mostra-se aparente pela equacao anterior. Note que se [k L/7] < 1,T) =0,
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o que significa que o atomo nao emite. Esse efeito ocorre somente se o momento de dipolo
da transicao estiver orientado paralelamente aos planos condutores e é conhecido como

supressao da EE. A condigao para a supressao ([ke,L/m] < 1) é que a distancia entre as

3.5
3.0t
2.5¢
2.0t
1.5;
1.0

0.5¢

0'00 1 2 3 4 5 6

KegL/m
Figura 2.4: Taxas de EE de um atomo entre duas placas perfeitamente condutoras e
paralelas entre si para z = L/2 normalizadas pela taxa de EE no espago livre.

placas seja menor do que metade do comprimento de onda da transicdo, L < A.4/2.
A supressao da EE é entendida, nesse caso, como uma consequéncia da auséncia de
modos do campo eletromagnético com componente paralela as placas para distancias
suficientemente curtas entre elas. Tal auséncia nao ocorre para modos com componente
transversa as placas, ja que a CC permite a existéncia de um campo transverso sobre a
superficie. Como comentado no inicio do capitulo, o fendmeno da supressao da EE ja foi
observado experimentalmente por Hulet e coautores [46] e é de grande importancia no

controle da EE e na manipulacao de atomos e moléculas em estados excitados.

Observe na figura 2.4 a presenga de descontinuidades na taxa de EE para L = m.,/2,
onde m é um numero natural. As descontinuidades ocorrem para todos os valores de L

onde a densidade de estados também apresenta uma descontinuidade. Isso fica claro ao
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observarmos que a densidade de estados, a saber

24
o) = Yl —w) = oy > /dk”é(wk—w)
kp (7'(') n=0
[keg L/
Aw /
= e 2!
n=0
Aw

= ([kegL/m] +1/2), (2.78)

mc?

anha uma unidade de 4% sempre que L aumenta em meio comprimento de onda. As
e

descontinuidades em I'y e I} ocorrem para distancias distintas pois o acoplamento em
cada caso se da com as componentes paralelas e transversas as placas, respectivamente.
Isso revela um aspecto importante sobre a EE. Sempre que a funcao densidade de estados
ou uma de suas derivadas por alguma razao apresentar uma singularidade, a taxa de EE
carregara consigo essa informacao.

E importante deixar claro que, para valores de L proximos a descontinuidade, a EE
nao ¢ bem descrita em nosso modelo. Uma das hipdteses da regra de ouro de Fermi é que
a densidade de estados seja uma funcao suave da energia. Caso contrario, nao se pode
desprezar a largura da fungao na equagao (2.20), que, para o d&tomo, corresponde a largura
natural do nivel de energia. Pelo mesmo motivo, os desvios em relagao a aproximacao de
decaimento exponencial sao maiores e devem ser levados em consideracao.

Existe na literatura uma série de trabalhos sobre o regime de validade da aproximacao
de Weisskopf-Wigner e possiveis corre¢oes ao modelo [21,73]. Esse é um assunto extenso
por si s6 e nao serd abordado nessa dissertagao. Vale a pena comentar também que,
quando consideramos um atomo em uma cavidade pequena o suficiente para que os modos
do campo formem um conjunto discreto, o comportamento do sistema atomo-campo é
completamente diferente. Devido ao acoplamento com um conjunto discreto de modos ou,
possivelmente, com um unico modo ressonante, a probabilidade de transicao do sistema
exibe oscilagoes, conhecidas como oscilagoes de Rabi [17,64]. O dtomo emite um féton

dentro da cavidade e pode, posteriormente, reabsorvé-lo. Esse fenomeno possibilitou a
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investigagao dos aspectos mais elementares da mecanica quantica, através da manipulacao

precisa de dtomos e fétons em cavidades, e deu origem a diversos trabalhos em EDQC [74].

2.4 Emissao espontanea e o tensor de Green

Encerraremos esse capitulo introduzindo um formalismo extremamente 1til no calculo
da taxa de EE. Em geral, o cdlculo da EE a partir da equagao (2.37) é deveras complicado,
pois passa pelo cédlculo de um conjunto completo de modos do campo eletromagnético
que satisfacam a CC na fronteira da regiao de interesse. Dependendo da geometria e da
condicao satisfeita pelos campos sobre a superficie do material, uma solu¢ao completa da
equacao de Helmholtz sujeita a tal CC pode ser bem dificil. Mostraremos nessa secao
que a taxa de EE também pode ser calculada por meio do chamado tensor de Green da
equacao de Helmholtz vetorial. O tensor de Green é uma ferramenta bastante conhecida
e estudada, existindo diversos métodos disponiveis para a sua obtencao, sejam analiticos
ou numéricos. Nesse trabalho, o formalismo de tensor de Green surgira apenas como uma
maneira equivalente de calcular a taxa de EE. Porém, tal formalismo vai além do que esta
sendo tratado nessa dissertacao. As féormulas que serao obtidas aqui se aplicam também
a situagoes mais complicadas, como a chamada teoria EDQ macroscépica [11,12], onde é

feita a quantizagao do campo levando em conta a presenca de meios materiais dispersivos.

2.4.1 O tensor de Green da equacao de onda

Comecaremos essa subsecao fazendo uma breve revisao do conceito de funcao de

Green [31,75]. Consideremos inicialmente a equagao diferencial inomogénea
Lyu(x) = [f(z), (2.79)

onde L, é um operador diferencial linear e u uma funcao escalar. A fungdao de Green

associada ao operador L,, denotada por G(z,z'), deve ser tal que uma solugao particular
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da equacao inomogénea possa ser escrita como

uy(x) = /dw'G(x,x')f(x'). (2.80)

Em principio, os limites de integracao podem ser escolhidos arbitrariamente. Ao atuarmos

o operador L, temos

Laup(z) = f(2)
L [ G f@) = 1)
/d:v'Lx[G’(%x')}f(x') = f(x). (2.81)

A equacao anterior é satisfeita se valer a seguinte equacao para a funcao de Green:
L,G(z,x') = §(x — ). (2.82)

Sendo a delta de Dirac uma representacao da identidade, pode-se dizer que G(z,z’) é o
inverso do operador L,. Nota-se também que G(z,z’) é uma distribuigdo assim como a
delta de Dirac, tendo significado fisico apenas a integral de seu produto com uma outra
funcao. E simples estender esse raciocinio para o caso onde x representa um conjunto de
variaveis, como posicao e tempo, e nao somente uma Unica variavel real. Nesse caso a
integracao se d4 em uma regiao e a fungao delta deve ser n-dimensional.

Da maneira como foi definida, a fungao de Green nao é tinica se o nucleo do operador
L, for nao-trivial, i.e., se existirem solucoes nao-triviais da equagao homogénea. Todavia,
se estivermos tratando de um problema de valor sobre o contorno, a solucao do problema
deve ser aquela que respeite as CC e, em geral, é univocamente determinada por estas. As
CC sobre a funcao u(x) sao entao traduzidas em termos de CC sobre a fungao de Green
que, por sua vez, também estara univocamente determinada.

O tensor de Green surge como uma generalizagao da funcao de Green ao considerarmos

equacoes diferenciais lineares para campos vetoriais em trés dimensoes, a saber

LeA(r) = J(x). (2.83)
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Na situagao mais geral, cada componente de uma solucao particular A, depende de todas

as componentes de J. Portanto, a generalizagao de (2.80) é dada por [9]
A,(r) = /d3r'G(r, r') - J(r'), (2.84)
onde G(r,r’) satisfaz a equacao
L,G(r,r") =16(r — 1) (2.85)

e I é a matriz identidade. G(r,r’) é chamado tensor de Green, uma vez que pode ser

obtido pela justaposigao de vetores G;(r,r’) que satisfagam as equagoes
L.Gi(r,r) =f;0(r —1') , i=1,2,3. (2.86)

Em nosso estudo de EDQ e EE, estamos interessados no campo de radiacao. Este satisfaz
a equacao de onda inomogénea, que pode ser obtida tomando o rotacional das equagoes
de Maxwell dinamicas para os campos, resultando em

VxVx Bt + L B t) = o Lie 1) (2.87)
r? 02 at2 r7 - /’Loat.] r? . .

A mesma equacao se aplica para os campos B(r,t) e A(r,t), apenas trocando as fontes.

Tomando a transformada de Fourier temporal dos campos, temos

o~ 2 o~ o~
V xV xE(r,w) — w—QE(r,w) = (Wi (T, w). (2.88)
c
O tensor de Green da equacao de onda no espaco de frequéncias deve satisfazer

2
V xVxG(r,rw)— %G(r,r',w) =1I(r — 1'). (2.89)
c
Veremos a seguir a importancia dessa funcao de Green na EDQ, em particular no célculo

da taxa de EE de um atomo.

2.4.2 Tensor de Green e densidade de estados

Veremos agora como o tensor de Green se relaciona com a EE atomica, em particular,

como esta diretamente ligado a densidade local de estados de um foton. Mediante a



68

observagao de que os modos do campo eletromagnético sao transversos e satisfazem a

equacao de Helmholtz, temos
W 2 wi
VXV X Ag(r) = LA (1) = ~ V2 Ay (1) — L Ay (1) = 0 (2.90)

Os modos do campo eletromagnético formam um conjunto completo de solugoes da
equagao de onda homogénea. Consequentemente, podemos expandir o tensor de Green

em termos dos modos do campo,

G(r,r',w) chp ) Ay (1), (2.91)

onde a justaposicao de vetores deve ser entendida formalmente como
G (r, 1, w) Z Cip(r Af(p r). (2.92)

Inserindo essa expansdo do tensor de Green em (2.89) e utilizando a equacao (2.90),
obtemos

Z Ciep (1’ {v X V X Apy(r) — (Z—;Akp(r)] = I6(r—r')
chkp(r') {#} A, (r) = I6(r —1'). (2.93)

Multiplicando & direita ambos os lados por Ay, ,(r) e integrando em r, obtemos

Af,(r')
Ckp(r,) = Czﬁ, (294)
donde
Aj (r')Ay,(r)
G(r,r/w) =) r 2.95
(r,r',w) c o (2.95)

kp

Essa é a representacao espectral da funcao de Green. A funcao de Green de qualquer
operador diferencial, nao somente da equacao de onda, pode ser escrita como uma soma
sobre todas as autofungoes do operador. Note que a funcao de Green possui pélos sobre os

valores de w tais que w = wy = ke, ou seja, sobre os autovalores do operador diferencial.
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Essa também é uma propriedade geral de fungoes de Green e que pode ser explorada na
propria solucao de um problema de autovalores. Se os autovalores nao forem conhecidos
a priori, uma das maneiras de obté-los é descobrindo os polos da funcao de Green.
Como ja mencionado, a funcao de Green é uma distribuicao e o operador diferencial
associado nao ¢ invertivel para w = kc. Uma maneira de contornar esse problema ¢ mudar
ligeiramente os polos de lugar, fazendo w — w=ie. Para que a causalidade seja respeitada,
pode-se mostrar que a mudanga apropriada é w — w + €. Com isso, a funcao de Green

regularizada é dada por

G(r,r',w) = lim 202 A’f{p(r’)Akp(r)' (2.96)

0+ 4= wi — (w + i€)?

Utilizando a identidade [18]

1 1 i
I P T S(w—wy) - 2.
Jareiet wi — (w + i€)? wi — w? * 2w 0w = ) (w+wi)] (2.97)

podemos reescrever a func¢ao de Green como

G(r,r'",w) = ReG(r,r',w) + iImG(r,r',w), (2.98)
onde
/ Aikcp Akp( )
ReG(r,r',w) = PZ oo (2.99)
ImG(r,r',w) = Z AL (1) A (1) (w — wy) (2.100)

e usamos o fato de que w,wy > 0. Comparando a parte imaginaria do tensor de Green

com a densidade local de estados parcial (2.44), concluimos que
2w, .
pp(r,w) = —nA" - [ImG(r,r,w)] - . (2.101)

A densidade local de estados parcial é diretamente proporcional a parte imaginaria da

funcao de Green na coincidéncia (r' = r). Analogamente, pela equacao (2.46), obtemos

p(r,w) = 73—CT1" ImG(r,r,w)]. (2.102)
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A taxa de EE (2.37) normalizada pela taxa de EE no espago livre (2.41) pode ser escrita

em termos da funcao de Green como

r 6mc ., R
T = . 0y, - [InG(R, R, weg)] - fiey. (2.103)

Ja a média orientacional é dada por

&) 27 ImG(R, R, Weg)] - (2.104)

I‘o Weg

Isso nos mostra que, uma vez obtido o tensor de Green, podemos calcular a taxa de EE
de um atomo em qualquer posicao do espaco. Podemos entao utilizar todos os métodos
ja conhecidos para o calculo da funcao de Green no célculo da taxa de EE de um féton.
Apesar de termos obtido (2.103) dentro do contexto da EDQ com condigdes de con-
torno, essa equacao se aplica a situagoes muito mais gerais [76-78]. A influéncia de
qualquer meio material na taxa de EE, até mesmo meios dispersivos, anisotropicos ou
inomogéneos, esta codificada na densidade local de estados, que é dada pela funcao de
Green da equagao de onda do sistema. Em sistemas mais complicados, é desejavel que
as fontes sejam apenas as cargas e correntes livres, como por exemplo, um dtomo isolado
do meio material. Isso pode ser feito mas, nesse caso, a taxa de decaimento I' dada pela
equagao (2.103) nao mais coincide com a taxa de EE de um f6ton, incorporando também
um decaimento nao-radiativo. No entanto, ainda é possivel obter as expressoes para as
taxas de decaimento radiativo e nao radiativo, que somadas resultam em (2.103) [9,62].

E conveniente também separar explicitamente o tensor de Green como
G(r,r',w) = GO(r, ', w) + GEI(r, 1’ w), (2.105)

onde G é a funcdo de Green do espaco livre e G©*® ¢ a funcdo de Green espalhada
devido & presenca de objetos [9]. Por definicdo, a contribuicdo de G(*) em (2.103) leva &
taxa de emissao no espaco livre. O efeito Purcell estd contido totalmente na funcao de

Green espalhada. Com isso, podemos ainda reescrever a equagao (2.103) como

r 6mc sca .
T = 14 o [ImGE ) (R, R, wey)] - ey (2.106)
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2.4.3 Emissao espontanea e radiacao de dipolo

Um método muito util de calculo do tensor de Green pode ser entendido notando sua
conexao com campos elétricos gerados por dipolos elétricos puntiformes. Pela definicao
do tensor de Green, a transformada de Fourier temporal do campo elétrico gerado por

uma densidade de corrente j(r,t) arbitraria é dada por

E(r,w) = iwuo/dgr”(@(r,r”,w) (" w), (2.107)

onde j(r,w) ¢ a transformada de Fourier temporal da distribuigdo de corrente. A trans-
formada de uma distribuicao de corrente associada a um dipolo elétrico oscilante p(t) =

pe et localizado em 1’ é dada por j(r,w) = —iw,pd(r — r')d(w — w,). Portanto, temos

E(r,w) = pew’G(r,r’,w) - pd(w — w,), (2.108)
onde E(r, w) é a transformada de Fourier temporal do campo elétrico gerado pelo dipolo
localizado em r’ avaliada na posicao r. Como estamos considerando um dipolo que oscile
com uma frequéncia bem definida, podemos escrever E(r, t) = E,(r)e*°, onde definimos
E,(r) como sendo a amplitude do campo elétrico gerado pelo dipolo p(t). Com isso, a

transformada do campo é dada por E(r,w) = Ey(r)d(w — w,). Invertendo a equagao

(2.108), obtemos

G(r,v,w) -p= LE (r), (2.109)

frow?  ©
onde fica subentendido que, por se tratar da amplitude do campo elétrico de um di-
polo oscilante localizado em r’, E,(r) depende também das varidveis r’ e w. E impor-
tante notar que o tensor de Green pode ser construido em uma base {ej, e, e3} direta-
mente da justaposicao dos campos elétricos gerados por dipolos orientados ao longo de
cada vetor da base. Por exemplo, se tomarmos p = pe; na equagao (2.109), teremos
Ga(r,v,w) = mEpel(r), ou seja, a primeira coluna do tensor de Green nessa base é

dada pela amplitude do campo elétrico gerado por um dipolo orientado ao longo de e;.
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Portanto, podemos escrever simbolicamente

1

Glr,r',w) = —
(r,', ) Lhow?p

Epx(r) Eu(r) Eup(r) |, (2.110)

onde, por simplicidade, utilizamos a base cartesiana. Essa representacao do tensor de
Green é muito 1til e permite reescrever a taxa de decaimento, dada pela equagao (2.103),

em uma forma muito interessante, a saber,

[ 6me,c? )
F_ - w?) D Im |:n69 ’ Epﬁeg (R):| ) (2111)
o eg

onde E,5,.,(R) é a amplitude do campo elétrico gerado por um dipolo que oscila com
frequéncia w,y localizado em R avaliado na posicao R, ou seja, na coincidéncia. Escre-

vendo a amplitude do campo elétrico total como Ep(r) = EY(r) + EE“(r), temos

Im |f,, - E&Y(R)| . (2.112)

Essa expressao coincide exatamente com a razao entre as taxas de radiacao de dipolo na
presenga de uma superficie e no espago livre [71], o que constitui uma demonstracao direta
de que um dipolo oscilante é um modelo andlogo para um atomo excitado que decai pela
emissao de um féton. Com isso, reduzimos o problema do calculo do tensor de Green
(e, consequentemente, o problema do calculo da EE) a um problema de espalhamento
do campo de radiacao de um dipolo elétrico por uma superficie. Este é um problema

bastante estudado na literatura [79].

2.4.4 Emissao espontanea de um atomo préximo a um meio dis-
persivo semi-infinito

Nessa subsecao calcularemos a taxa de EE de um atomo localizado a uma distancia
2 de um meio dispersivo, semi-infinito e homogéneo, cuja interface com o vacuo estd no
plano z = 0. Baseado no que discutimos anteriormente, estudaremos o espalhamento da

radiagao emitida por um dipolo elétrico oscilante préximo ao meio semi-infinito.
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Como o estudo do espalhamento de uma onda plana por uma superficie plana é conhe-
cido, é natural escrevermos o campo elétrico gerado por um dipolo como uma superposicao

de ondas planas. No calibre de Lorenz, o potencial escalar é dado em termos do potencial

vetor pela relacio ¢(r,w) = -5V A(r,w) [9,18]. Com isso, temos
- ~ ~ 1 -
E(r,w) = iwA(r,w) — Vo(r,w) = iw [1 + EVV} A(r,w), (2.113)

onde k = w/c. A vantagem do calibre de Lorenz é que os potenciais podem ser obtidos
das distribuicoes de corrente a partir de uma integragao simples. O potencial vetor, por

exemplo, é dado por
ey
ezk|r r'|

A(r,w) = ,uo/d?’r’ i w) : (2.114)

4r|r — 1|
que, para um dipolo elétrico puntiforme pe~** localizado em r’ no espaco livre, resulta

na amplitude
eik\r—r’|

AO(r) = —ipw

P

—Fp. 2.115
47T]r—r’]p ( )

A amplitude do campo elétrico, por sua vez, é dado em termos da amplitude do potencial

vetor por

EV(r) = iw [1 + %vv} A,(r). (2.116)

Apesar de o campo elétrico gerado por um dipolo elétrico oscilante ser conhecido, a

representacao anterior é 1til no estudo do espalhamento do campo de dipolo por uma

superficie plana. Isso porque ela possibilita o uso da identidade de Weyl, a saber [80]

eik\r—r’\ i eik|‘-(r7r’)+ikz|z7z’|
=— [ dk 2.117
v —r/| 27 / I k. ’ ( )

onde k| = k., X + k,§ e
k2 — k2 =€, se ky <k,
k, = (2.118)
iy/ki —k?=:iC, se kj>k.

Inserindo essa identidade na equacao (2.115), obtemos a seguinte representagdo para a

amplitude do potencial vetor:

(2.119)

ik - (r—r')+ik,|z—2|
0w ek
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Obtemos uma representagao para o campo elétrico em termos de uma superposicao
de ondas planas e ondas evanescentes, i.e., ondas que se propagam paralelamente a in-
terface entre o vacuo e o meio dispersivo e sua amplitude decai exponencialmente com
a distancia a interface. Por simplicidade, consideraremos inicialmente o dipolo orientado
paralelamente ao eixo z. Apds calcularmos o campo elétrico espalhado, utilizaremos a
equacao (2.112) para obtermos a contribuigao correspondente para a taxa de EE de um
atomo proximo ao meio.

Escolhendo p = pz, e combinando as equagoes (2.116) e (2.119), obtemos (em notagao

matricial),

. k.

E(O) — Z:u’062 dk :Fk, ’L'kH'I‘-'rikz|Z—Z/| 2 12

pa () = P2 1| Thy e : (2.120)
8w k2 /k

I/ %=

Os diferentes sinais decorrem dos diferentes valores possiveis de z. O sinal superior é
obtido quando z > 2/, ja o inferior, quando z < 2’. E possivel mostrar que o campo
incidente é dado por uma superposicao das chamadas ondas do tipo p, que sao ondas
cujo vetor campo elétrico é paralelo ao plano de incidéncia. O campo elétrico espalhado,
por sua vez, é resultado do espalhamento de cada uma dessas ondas. Como estamos
interessados no campo elétrico espalhado avaliado na posicao do dipolo, necessitamos
apenas do campo refletido pelo meio semi-infinito. A solucao do problema da reflexao de
uma onda plana por um meio homogéneo é dada pelas conhecidas equagoes de Fresnel [18].
A onda refletida tem seu vetor de onda transformado por meio de k — k| e k; — —k..
O moédulo do campo elétrico é reduzido por um certo fator r, chamado coeficiente de
reflexao de Fresnel. Esse coeficiente depende da polarizacao da onda incidente e também
do angulo de incidéncia da radiacao no material. Denotaremos o coeficiente de reflexao
de Fresnel para uma onda p por r?(kj).

Tendo isso em mente, podemos escrever o campo elétrico refletido como

i1oC? e
ES(r) =p o / dk [—rP(ky))] | Ky | e, (2.121)
m —k3 ks
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O sinal das duas primeiras entradas é positivo pois a reflexdo ocorre em z = 0 < 2.
Calcularemos agora explicitamente a contribuigao associada a componente perpendicular
do momento de dipolo da transicao para a taxa de EE. Para isso, necessitamos do campo

espalhado avaliado na coincidéncia, a saber, x,y =0 e z = z’. Com isso, obtemos

. k
2 T
sca 1oC ik, 2
E" () =p 52 / diy [=rP(kp] | Ry | €2 (2.122)
—k:ﬁ//{:z

Em coordenadas polares, k, = kjcos¢ e k, = kjsen¢g. A integral angular ¢ nula para as

componentes x e y do campo, de modo que

Pz

L2 oo Ko
EC (o) = piwoc / dk rp(k”)_”emzz _ (2.123)
47 0 kz

Como k. é uma funcao real para kj < k e puramente imagindria para k; > k, podemos

separar a integral em duas parcelas, obtendo

3

. 2 k k3 2 00 k
(sca) s UHoC | 2ie2 | 5 HoC | —ocs
Epz (Z,) = Pz 47T /0 dk” Tp(k’”)ge + ZE /k dk}H Tp(k”)?e . (2.124)

Inserindo esse resultado na equagao (2.112), obtemos finalmente

3

- e : /’“69 il 2i 3 [ l _
=== 1+ dky —=Re [rP(k))e*** +—/ dky —Tm [rP (k)] e %=
T, |d,P 2, M [ (ke ] + 5 o, TS ¢ [r? (k)]

(2.125)
onde, para simplificar a notacdo, denotamos a posicao do atomo por z no lugar de z’.
Uma vez conhecidos os coeficientes de reflexao de Fresnel, essa equacgao nos permite obter
a taxa de EE por integracao direta. Isso é muito conveniente em situacoes mais realistas,
pois, nesses casos, podemos resolver a integral utilizando métodos numéricos.
O mesmo procedimento pode ser feito para obtermos a contribuicao associada a com-
ponente paralela do momento de dipolo da transicao para a taxa de EE. Nesse caso, o
campo elétrico também possui contribuicoes de ondas do tipo s, polarizadas perpendicu-

larmente ao plano de incidéncia. O resultado dessa contribuicao é dado por

T |d!g‘2 3 [Fes k) 2 2 9
T 1+ dky ——Rel(kZ r°(k)) — P(f iz
L, JdP LT 4/0 17, el (k) = &7 ) )]
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e /°° by o2, (k) + P (ke (2.126)
|deg‘2 4 keg kggc “

Os célculos detalhados de ambas as contribui¢oes podem ser encontrados em [9,81]. Como
ja discutido, devido a simetria do sistema por translagoes em z e y, para um dipolo
orientado em uma direcao arbitraria, a taxa de EE pode ser obtida somando ambas as
contribui¢bes. Em comparacao a férmula (2.37), as equagdes (2.125) e (2.126) sdo mais
vantajosas quando a vizinhanca do atomo impoe CC mais realistas. Além disso, como ja
discutimos, essas equagoes se aplicam mesmo quando os modos do campo nao estao bem
definidos, como no caso onde os corpos na vizinhanga do emissor dissipam energia.
Como exemplo de aplicacao, consideraremos um atomo préximo a um meio dielétrico

dispersivo. Os coeficientes de reflexdo para polarizagoes s e p sdo dados por [9, 18]

. B k:z(w, k?||) — kzl(wv kll)
¥ (w, kll) - k. (w, ]{;H> + k1 (w, /CH)7 (2127)

v W)k (w, k) — ek (w, k)
rw. k) = e(w)k.(w, k) + ok (w, k)’ (2.128)

onde €(w) é a constante dielétrica do substrato, k.(w,k)) é dado pela equagao (2.118)

e ky = \/ o€ (w)w? — k:ﬁ Por simplicidade, utilizaremos o modelo de Lorentz para
dielétricos, a saber
2
e(w) Wi
_1 , 2.129
€o +Zj:w}2%j—w2—iw/7j ( )

onde wy; e 7; sao, respectivamente, a j-ésima frequéncia de plasma e o j-ésimo tempo de
relaxacao do dielétrico e wgj, a j-ésima frequéncia de ressonancia. Consideraremos um
meio semi-infinito de poliestireno. Esse meio pode ser modelado por duas frequéncias de
plasma, w, = 1.96 x 10'%rad/s e wy = 1.1 x 10'*rad/s, duas frequéncias de ressonancias,
wr = 1.35 x 10'%rad/s e wp = 5.54 x 10'4rad/s e apenas um tempo de relaxacio 1/7 =
/7" =10"s71 [82].

Note pelas equagoes (2.125) e (2.126) que existem dois regimes para o comportamento

da taxa de EE. Para curtas distancias, ou seja, k.2 < 1, a integral que contém a ex-
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ponencial decrescente é dominante, ou seja, a contribuicao do acoplamento com ondas
evanescentes € muito maior do que a contribuicao devido ao acoplamento com as ondas
planas propagantes. Ja para distancias suficientemente grandes, k.,z >> 1, a primeira
integral é dominante.

Um estudo do comportamento da taxa de EE no primeiro caso, chamado regime de
campo-préximo, pode ser encontrado em [76,78]. Nesse regime, o decaimento do atomo é
devido majoritariamente a absorcao da energia de excitacao atomica pelo meio material.
Pode-se mostrar que, no limite de curtas distancias, a taxa de EE é proporcional & (ke,z) ™,
ou seja, o decaimento espontaneo é extremamente elevado para curtas distancias. Nao

faremos aqui um estudo do decaimento espontaneo nesse regime. O leitor interessado

pode consultar as referéncias citadas anteriormente.

_ (.Ueg = WR

- Weg = WR/D

— wWweg = 4wR

TII/FO

T Weg = WR

T Weg = wr/5

— Weg = 4R

Figura 2.5: Taxas de EE de um atomo proximo a um meio semi-infinito de poliestireno
normalizadas pela taxa de EE no espaco livre como funcao da distancia para diferentes
frequéncias de transicao do emissor. As taxas foram calculadas apenas para distancias
tais que kegz > 0.1

No regime de campo distante, a taxa de EE oscila em torno da taxa no espaco livre,

se aproximando da mesma no limite z — oo. Todavia, em comparacao as oscilagoes
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presentes no caso de um condutor perfeito (Figura 2.2), a amplitude de oscilagdo, em
geral, é muito pequena. A influéncia de um dielétrico na taxa de EE para distancias
comparaveis ao comprimento de onda da transicao é, na maior parte das vezes, quase
desprezivel.

Porém, como podemos ver na figura 2.5, se a frequéncia de transicao do emissor for
igual a frequéncia de ressonancia do dielétrico, a amplitude de oscilacao aumenta. Além
disso, percebemos que antes de comecar a divergir, FH/ I', se aproxima de 0 e I' /T, se
aproxima de 2, assim como no caso de um metal perfeito. De fato, se compararmos
os graficos presentes na figura 2.5 na ressonancia com os graficos presentes na figura
2.2, veremos que o comportamento em ambos os casos é o mesmo. Isso decorre do fato
de que um dielétrico reflete ondas eletromagnéticas de frequéncia igual a frequéncia de
ressonancia da mesma forma que um material condutor.

Com isso observamos que, no estudo da EE de um féton, nao é necessario saber
todas as propriedades dielétricas do material, mas somente seu comportamento frente a

incidéncia de ondas com frequéncia igual a frequéncia da transicao do emissor. Isso fica

1.4

05 10 15 20 25 30 35 40

weg/ WR
Figura 2.6: I'j /T, de um dtomo préximo a um meio semi-infinito de poliestireno em funcao
da frequéncia do emissor.

ainda mais evidente observando a figura 2.6. Notamos que, para diferentes distancias,
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I'/T, apresenta um pico (ou vale) na frequéncia de ressonancia e tende a valores bem

proximos de 1 para frequéncias suficientemente diferentes da frequéncia de ressonancia.
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Capitulo 3

Emissao espontanea de dois f6tons

Neste capitulo, investigaremos o decaimento pela emissao espontanea de dois fétons
(EEDF) e a influéncia da vizinhanga na taxa de decaimento, ou seja, o efeito Purcell na
EEDEF. A EEDF pode ocorrer tanto pela emissao simultanea de dois fétons, como também
pela emissao em cascata, ou seja, uma emissao de um féton para um estado intermediario
seguida de outra emissao para o estado final. Nessa dissertacao, estaremos mais interes-
sados no processo de emissao simultanea de dois fétons. Buscaremos entender quando a
EEDF ¢ relevante e no que difere do decaimento pela EE de um féton, seja nas regras
de selecao ou seja na dependéncia da densidade de estados do campo eletromagnético.
Discutiremos a teoria do decaimento espontaneo em segunda ordem no contexto da EDQ
com CC e ilustraremos o fenomeno por meio de alguns exemplos. A fim de compararmos
a EEDF com a EE de um féton, consideraremos os mesmos exemplos do capitulo anterior.

Comecaremos com uma revisao historica da EEDF e dos estudos pioneiros do efeito
Purcell na EEDF. Em seguida, descreveremos a teoria da EEDF, ja levando em conta o
efeito Purcell. Mostraremos que a taxa de EEDF também pode ser escrita em termos
do tensor de Green da equagao de onda, obtendo uma férmula geral para o espectro de
emissao de dois fétons de um atomo préximo a qualquer corpo. Além disso, estabelecere-
mos uma conexao entre as taxas de EEDF e EE de um féton, o que nos permitira obter
solugoes analiticas para a taxa de EEDF em qualquer situacao onde o decaimento pela

EE de um féton ja tenha sido estudado. Por fim, faremos uma analise do efeito Purcell
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na EEDF em trés situagoes, a saber, um atomo préximo a uma placa condutora, entre

duas placas condutoras e proximo a um meio homogeéneo, dispersivo e semi-infinito.

3.1 Breve histéorico da emissao espontanea de dois
fotons

Processos elementares da EDQ envolvendo transicoes em segunda ordem comecgaram
a ser estudados desde o inicio do densenvolvimento dessa teoria. O trabalho pioneiro
no assunto, de Maria Goppert-Mayer, data de 1931 [83,84]. Nesse trabalho, Goppert-
Mayer obteve taxas de transicao para diversos processos, um deles sendo o decaimento
espontaneo pela emissao simultanea de dois fétons.

Por conta do fato que a maior parte dos estados excitados de um atomo decaem
pela EE de um féton, demorou alguns anos para que uma atencao maior fosse dada ao
decaimento pela EEDF. Pode-se dizer que o primeiro trabalho a rediscutir esse fenomeno
foi o artigo de Breit e Teller, de 1940, no qual eles estimaram o tempo de vida dos estados
2s metaestaveis do hidrogénio e do hélio, que nao decaem para o estado 1s pela EE
de um féton [85]. De fato, na época, nao era possivel explicar o espectro continuo de
nebulosas planetarias observado em laboratério [86]. Varias tentativas foram feitas, desde
a consideracao de efeitos de temperatura e colisoes atomicas, até a presenca de campos
externos, mas o efeito capaz de explicar esse espectro é justamente a EEDF.

Apos esse trabalho, uma série de artigos tedricos foram publicados com o intuito de dar
uma descri¢ao ao fenémeno da EEDF em dtomos hidrogendides [87-92]. Todavia, devido
ao fato de processos em segunda ordem serem muito mais improvaveis do que processos
em primeira ordem, a EEDF s6 foi experimentalmente verificada em 1965, por M. Lipeles
e coautores, na transicao 2s — 1ls do He™ [93]. A observagao desse decaimento para
outros tipos de atomos foi realizada posteriormente por Marrus e Schmieder, em 1972,
para dois dtomos com um e dois elétrons, a saber, Ar™7 ¢ Ar*16 [94]. Como a taxa

de EEDF é proporcional a Z% [87], onde Z é o niimero atomico do dtomo, a transi¢iao
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2s — 1s do hidrogénio é mais dificil de ser observada e s6 foi medida em 1975 por Kruger

e Oed [95].

Por ser mais complicado tanto do ponto de vista tedrico como do ponto de vista
experimental, o estudo da EEDF de atomos de muitos elétrons teve inicio somente em
1982, com o trabalho de Bannet e Freund [96,97]. Apesar da dificuldade, os atomos
de muitos elétrons sao interessantes pois permitem a observacao da EEDF em outras
transigoes além da transigao 2s — 1s [98,99]. Com o passar do tempo, o interesse
em processos envolvendo dois fotons, como a EEDF, aumentou consideravelmente. A
possibilidade do controle da interacao da radiacao com a matéria, seja pela aplicagao de
campos externos, ou por meio do confinamento do sistema em uma cavidade, deu origem
a diversos trabalhos tedricos e experimentais sobre EEDF [100-103]. Além disso, a EEDF
também passou a ser investigada em outros sistemas além de atomos e moléculas. Em
2007 e 2008, Hayat e coautores propuseram e realizaram um experimento no qual a EEDF
foi observada em um material semicondutor [104,105]. Além de ser a primeira medida
do fenémeno em fisica do estado sélido, o trabalho colocou a EEDF por semicondutores
como uma fonte de pares emaranhados de fétons de alta eficiéncia [106]. Posteriormente,
a EEDF foi estudada em outros sistemas em fisica do estado solido, nos quais os emissores

sdo pontos quanticos [107].

Com o crescente progresso em fisica de metamateriais, plasmonica, fotonica e areas
correlatas, nao somente o interesse no controle da EE de um féton aumentou muito,
como também surgiram mais trabalhos buscando o controle da EEDF| seja de dtomos
ou moléculas [108,109], como também de materiais semicondutores [110]. Recentemente,
mostrou-se inclusive que a presenca de materiais dielétricos polares na vizinhanca de um
emissor pode fazer com que ele decaia predominantemente pela EEDF [111]. A possibi-
lidade de controlar as diferentes caracteristicas da EEDF tem chamado bastante atencao

da comunidade cientifica desde entao.
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3.2 Formalismo geral

Em muitos casos, um calculo de primeira ordem em teoria de perturbacao nao é
suficiente para explicar uma transicao. Algumas transicoes atomicas nao ocorrem pela
emissao de um féton devido as regras de selegao. Nesse caso, é necessario um calculo
em ordem mais alta em teoria de perturbacdao. A EEDF é um fenomeno de segunda
ordem da EDQ. Portanto, iniciaremos essa secao pelo estudo de transicoes quanticas em
segunda ordem. Assim como no segundo capitulo, estudaremos a EEDF na aproximacao
de decaimento exponencial e obteremos uma férmula para a taxa de EEDF. Discutiremos
quais sao as regras de selecao para a EEDF e também a influéncia da densidade de estados
do campo eletromagnético na taxa de emissao, ou seja, o efeito Purcell na EEDF. Ainda
nessa secao, escreveremos a taxa de EEDF em termos do tensor de Green da equacao de
onda. A partir disso, estabeleceremos uma relacao entre a taxa de EEDF e a taxa de
EE de um foéton. Por fim, discutiremos uma transicao de extrema relevancia em fisica

atomica, a saber, uma transicao entre orbitais esfericamente simétricos.

3.2.1 Regra de ouro de Fermi para transicoes em 2% ordem

O calculo da probabilidade de transicao de um estado para um conjunto continuo de
estados em segunda ordem em teoria de perturbagao é um pouco mais sutil do que o
calculo da transicao em primeira ordem. A amplitude de probabilidade de transicao em

segunda ordem, dada pela equagao (2.17), pode ser integrada em t”, resultando em

2 0) = 25 S (VI nlV I /O at (et — et (3.1)

" Wnyi
No entanto, se tentarmos prosseguir resolvendo a integral em t’, iremos nos deparar com
problemas na soma/integragao sobre o conjunto completo de estados, uma vez que esse
conjunto contém os estados de mesma energia que o estado inicial e final, inclusive os
propios estados inicial e final. Isso poderia nos induzir a acreditar que a probabilidade de

transicao pode ser divergente.



84

Uma maneira mais elegante de calcular a contribuicao de segunda ordem para a am-

plitude de probabilidade é reescrever a equagao (2.17) como [21]

. t t
e (1) = (‘%> SVl [ ar [ - et (52

e utilizar a seguinte representacao integral para a funcao de Heaviside,

' o 1 +o0 —iw(t'—t")
e—zwn(t —t )9<t/ _ t”) = — lim _/ dwe— (33)

n—0t 270 W—wy, +in

Inserindo essa representacao na expressao para a amplitude de probabilidade, obtemos
@) 4 4 P L i(wp—w)t! i(w—wi)t”
c;'(t) = )\ 3 dt’ [ dt dwe e Myi(w), (3.4)
0 0 —00

Myi(w) = lim 3 SIVIn) Vo (3.5)

n—0+ ~ W — Wy + 11

onde

Essa mudanca permite que efetuemos a integracao em ¢’ e t” sem a aparicao de termos
do tipo (E; — E,) " ou (E; — E,) ™! que, no caso de E,, pertencer ao espectro discreto de

H,, levaria a divergéncias na soma em n. Integrando em t’ e t”, obtemos

+oo
) = % / dw eiwﬁt/?\/(st(wf — W)8(w — wi) My(w), (3.6)

—00

onde §;(x) é dado pela equacao (2.20). Assim como no calculo da contribuigao em primeira
ordem, faremos valer o fato de que d;(x) é fortemente concentrada em = = 0, com a largura
de pico da ordem de 27/t. My;(w), por sua vez, deve ser tratada com cuidado devido a
soma sobre todos os autoestados de H, e a possibilidade de que exista um estado |n) tal
que F; = E,. Se nao existir um estado no espectro discreto de H, de mesma energia que
o estado inicial, My;(w) ndo apresentard uma variacdo apreciavel em um intervalo de 1/t,
de forma que uma boa aproximacao sera tomarmos My;(w) ~ My;(w;) =: My;. Observe
que nao héa problema algum na existéncia de um estado de mesma energia que o estado
inicial pertencente ao espectro continuo de H,, uma vez que, nesse caso, a soma simbdlica

deve ser entendida como uma integragao, onde vale [18]

1 1
lim — =P —imd(w — wp). (3.7)
n—=0t W — wy + 1N W — Wy
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Portanto, My;(w) ndo diverge em w; e tampouco apresenta variagdes bruscas. Outra
possibilidade é que existam estados |n) de energia E, = E; no espectro discreto mas de
tal forma que (n|V|i) = 0. Esses termos, por motivos 6bvios, ndo levam a divergéncias.
Esses casos sao muito comuns e, de agora em diante, consideraremos somente esta situacao.

Feitas essas consideracoes, temos

M ) —+o0 t t ) , N
C‘EL?)(t) fl/ dCL)/ dtl/ dtllel(wffw)t el(W*wi)t
2rh ) o 0 0
t

Q

M’L t . / ; 1"
— f dt/ dtllezwft G—sz‘t 5(t// _ t/)
2]74 ’ ; t/2
_ hfieinit/2 Sen(wf%' / ) (3.8)
Wi

Por fim, utilizando as equagdes (2.18), (2.19) e (2.20), a densidade de probabilidade de
transicao em segunda ordem é dada por

2

_ 2 Se(wps), (3.9)

My,
ler (D)7 = 53 d

h

{(FIVIi) +

onde estamos considerando ainda a possibilidade de uma contribui¢cao em primeira ordem.
O préximo passo consiste em desprezar a largura de 0;(wy;) para tempos suficientemente
longos. Nesse limite, 6,(wy;) — 6(wy;) e a densidade de taxa de transicao é simplesmente

(2) 25(%%.), (3.10)

27T . M@
2 =S|V + ="

No caso particular em que a transi¢cao nao ocorre em primeira ordem temos, finalmente,

2 2
wy = T IMplo(wr). (3.11)

Para obtermos uma quantidade com significado fisico, devemos calcular a taxa de
transicao para um conjunto de estados finais, ou seja, devemos integrar a equacao anterior
sobre todos os estados finais desejados. Pelo mesmo argumento utilizado no célculo em
primeira ordem, somando sobre todos os estados finais possiveis concluimos que taxa de

transicao total é proporcional a densidade de estados de energia avaliada em Ej;.
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3.2.2 Emissao espontanea de dois fotons

Faremos agora um estudo quantitativo da EEDF. Consideraremos o emissor préximo a
uma superficie arbitraria e a interacao atomo-campo dada pelo hamiltoniano de interacao
dipolar H;,; = —d-E(R). Suporemos que o 4tomo se encontre inicialmente em um estado
excitado e o campo no estado de vacuo. Denotaremos o estado inicial do sistema atomo-
campo por |i) = |e;0). Estamos interessados em processos de EEDF, de forma que os
possiveis estados finais do sistema sao dados por |f) = |g; lkp, Ly )-

Diferentemente da EE de um féton, podemos pensar na EEDF como sendo composta
de uma transicao virtual para um estado intermediario acompanhada de outra transigao
virtual para o estado final. Devido a forma do hamiltoniano de interagao, os estados
intermedidrios |n) que conectam os estados inicial e final sdo |m; ly,) ou |m; 1y, ), onde
m especifica um estado atomico. Os elementos de matriz correspondentes a cada transigao

virtual sao dados por

(7= Blmily) = —it/ 5% dyn - Ay,
(1= Blmiley) = —iy[ 5 dyn - A,
(i | = dBf) = iy A,
(m; L] —d-Bli) = —i Z‘:fdme-A;:p. (3.12)

Inserindo esses elementos de matriz na equagao (3.5), obtemos

WrWg! *
My = =25 [Aug - Do o) - Avey] (3.13)

onde definimos o tensor D(wg,wy) por

d.nd dn,d
D(wp, wi) = limZ[ emTmg 4 CmgCem (3.14)

n—0+ — [Wem — Wk +10 Wem — Wi + 1M

A taxa de transicao entre o estado inicial e um particular estado final é dada por

—|Akp . D(wk, wk/) . Akp|25(wk + Wgr — weg). (315)
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A taxa de transicao total é obtida somando sobre todos os possiveis estados finais, ou
seja, somando sobre todos os possiveis vetores de onda e polarizagoes para ambos os
fétons emitidos. Ao realizarmos a soma, é necessario inserir um fator 1/2 para evitarmos
dupla contagem dos modos. Fazendo isso, obtemos

™

F(R) = 4€2h?

Z wiwi | Asp(R) - D(wp, wir) - Asery (R) 26 (wp + wir — weg).  (3.16)

kp,k'p’
Como primeiro exemplo de aplicacao da equacao (3.16), calcularemos explicitamente
a taxa de EEDF de um atomo no espaco livre. Os modos do campo sao dados por (2.38),

de modo que

s 1 #
r, = W(Zmﬁ/d?’kd?’k’wkwk/ﬂ)ij(wk,wk/)Dln(wk,wk/)

XY (€xp)i€rp)i(€rrpt)j €1y )0 (Wi + Wi — Weg), (3.17)

onde empregamos a convencao de soma de Einstein para o produto Ay, -D - Ay,y. Rees-
crevendo as integrais anteriores em coordenadas esféricas, temos

T 1 [oe) o
r, = WW/O dkawk/O dk' K wi Dy (Wi, wir ) D, (Wi, Wi )0 (W + Wiy — Weg)

x / 193" (exy)i(er): / 490 (er0p); (€r0p)n (3.18)

As integrais angulares podem ser resolvidas utilizando o mesmo artificio utilizado no
calculo da EE de um féton no espago livre, a saber

/ 193 (ey)i(en); = / 40815 — k) = %”@j. (3.19)

Utilizando a relagao de dispersao k = w/c nas integrais em k e k’, obtemos

12

r,= —367T3h202 /0 dw dw’ w3w/3Dij<w, w/)]D);}(w, w’)é(w +o — w€g>. (320)

A funcao delta de Dirac garante a conservagao da energia, w + w’ = w,,4. Por essa razao,

a integracao em w’ resulta em um valor nulo para os valores de w maiores que weg4, ja que
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nesse caso a condicao de conservagao da energia nao pode ser satisfeita. Tendo isso em

mente, a equacao anterior pode ser reduzida a seguinte quadratura:

2 Weg
/’Lo ) 2
° = 353 /0 dw w3(weg - w)S‘]D(w,weg — w)| , (3.21)
onde definimos
{]D)(w7 Weg — C{)) ‘2 = ID)Z](W, Weg — W)D:](Ld, Weg — W) (322)

Com o objetivo de estudarmos a densidade espectral de fétons emitidos, é conveniente
introduzir uma fungao ~, tal que v,(w)dw é a probabilidade de emissao de fétons com

frequéncia contida no intervalo [w,w + dw] por unidade de tempo. Com isso, escrevemos

r,= / ‘ dwy,(w), (3.23)
0
onde
_ Ng 3 3 ]D) 2 3 24
Yo(w) = mw (Weg —w) { (W7weg - W)‘ . (3.24)

Note que a densidade espectral é simétrica em relacao a metade da frequéncia da
transi¢do, ou seja, v,(w) = Yo(wey — w). Essa propriedade decorre da conservagao da
energia. Se um féton é emitido com frequéncia w, o segundo féton deve ter frequéncia
Weg —w €, portanto, as probabilidades de que um f6ton seja emitido nos intervalos [w,w +
dw] € [weg — W, Weyg —w — dw] devem ser iguais.

Para a obtencao de um valor numérico da taxa de EEDF de um atomo no espaco
livre, a maior dificuldade reside no calculo do tensor D, que envolve uma soma sobre
todos os autoestados de H4 e o calculo dos varios elementos de matriz do operador de
dipolo elétrico. Além disso, em uma grande variedade de transicbes atomicas, nao se
pode negligenciar a presenca de ressonancias existentes no sistema, que ocorrem quando
existem autoestados de H 4 com energia entre as energias dos estados inicial e final, levando
a presenca de divergéncias no tensor ID. As ressonancias sempre estao presentes quando

estudamos uma transi¢ao entre niveis de energia que nao sejam adjacentes e o decaimento



89

3500 ‘ ‘ ‘ ‘ ]

300} b) ]

250¢ ]

< S 200¢ ]
El El

2 £ 150f 1

100} ]

50¢ ]

o ‘ ‘ ‘ ‘ ]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

w/weg ‘U/weg

Figura 3.1: a)7,(w) considerando um tnico estado intermedidrio nao-ressonante, satis-
fazendo we,, = —0.5w,, em unidades arbitrarias;b)~v,(w) considerando um tnico estado
intermedidrio ressonante, satisfazendo we,, = 0.15w,, em unidades arbitrarias.

para o nivel intermedidrio seja possivel pela EE de um foton. Nesse caso, a transicao pela
EEDF pode ser dominada por uma transicao em cascata, ou seja, uma emissao de um

foton para o nivel intermediario seguida de outra emissao para o estado final.

O tratamento das ressonancias, por sua vez, pode ser realizado introduzindo a largura
de linha dos estados ressonantes. Isso porque podemos incluir no hamiltoniano nao pertur-
bado H, as corregoes de energia em primeira ordem, que ja incluem a possibilidade de uma
transicao pela emissao de um féton entre os autoestados nao-perturbados. De fato, vimos
que a evolugao do sistema, em primeira ordem, é dada pela equagao (2.34), que pode ser
entendida como uma corregao na frequéncia do estado pela soma do termo AFE;/h+ iwgl).

A adicao da taxa de EE como um termo puramente imaginério na frequéncia de transicao

atomica estd associada a largura de linha do estado e elimina a divergéncia na ressonancia.

O primeiro calculo da taxa de EEDF foi realizado por Breit e Teller em 1940 [85], na
transicao 2s1/3 — 1s1/2 do dtomo de hidrogénio. Nesse caso, o decaimento pela EE de um
foton nao é possivel pelas regras de selecao e o tempo de vida do atomo nesse estado é da
ordem de 0, 1s, que é extremamente alto em comparacao com o tempo de vida do estado
2p. Na verdade, ainda seria possivel o decaimento 251/, — 2p;/2, uma vez que, devido ao

Desvio Lamb, o estado 2s esta aproximadamente 1040M Hz acima do estado 2p. Porém,
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como a frequéncia dessa transicio ¢ muito pequena (aproximadamente 107 vezes menor
do que a frequéncia da transigao 2p;/» — 1s1/2), a taxa de decaimento associada a essa
transicao também é muito pequena (tempo de vida da ordem de milhares de anos!), como
podemos notar pela equagao (2.41).

Nao faremos calculos explicitos do tensor D nessa dissertacao. O leitor interessado
pode consultar as referéncias [85,87,92,98,99] para mais detalhes. Assim como no capitulo
anterior, faremos um estudo do efeito Purcell na EEDF sem obtermos explicitamente
valores numéricos associados aos elementos de matriz d,;. Uma maneira de se fazer isso é
considerar um atomo com apenas um estado intermediario que acople de forma dominante
com os estados inicial e final. Nesse caso, a (3.14) se reduz a um tnico termo e o médulo

dos momentos de dipolo sdo constantes multiplicativas na equagao (3.16).

3.2.3 Densidade de estados e as regras de selecao para a EEDF

No capitulo anterior, introduzimos o conceito de densidade de estados de um féton
do campo eletromagnético. Mostramos que a taxa de EE de um féton é diretamente
proporcional ao que definimos como densidade local de estados parcial. Na EEDF, a
dependéncia do tempo de vida com a densidade de estados é bem diferente. Em primeiro
lugar, pela regra de ouro de Fermi, a taxa total de EEDF deve ser proporcional a densi-
dade de estados do sistema atomo-campo com energia igual a energia inicial do sistema.
Consequentemente, a taxa de EEDF deve ser proporcional a densidade de estados de dois
fotons do campo eletromagnético, a saber

p2(w) = Z O(wg + wp — w). (3.25)
kp k'p’
O decaimento do atomo depende do nimero de estados de dois fétons do campo eletro-
magnético cuja soma das frequéncias é igual a frequéncia da transicao. Isso significa que
todos os modos com frequéncias contidas em [0, wy4] podem contribuir para a emissao.

Assim como na EE de um féton, fazer apenas uma analise da densidade de estados nao
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é suficiente para obtermos todas as informagoes sobre o decaimento. Notamos na equacao
(3.16) que a taxa de EEDF depende também do acoplamento com os modos do campo.
Apenas os pares de modos que acoplem com o tensor D contribuem para a emissao. Pela
equagao (3.14), notamos também que os modos devem acoplar com os momentos de dipolo
das transicoes virtuais, de,, € d,,g, € nao mais com o momento de dipolo da transicao d.,.

As regras de selecao para a EEDF também sao diferentes das regras para a EE de um
foton. Como a transicao pode ser pensada como uma transicao virtual para um estado
|m) seguida de outra transi¢do para o estado |g), obter as regras de selegdo para a EEDF
consiste em analisar as condigoes nas quais d.,, e d,,, sao nao-nulos simultaneamente.
Como d,; é nao nulo somente se Aly,, = +1 e Amgy, = 0,£1, uma transicao atomica pela
EEDF s6 é possivel se Al,, = 0,£2 e Am,, = 0,%1, £2. Isso significa que toda transi¢ao

que é possivel pela EEDF nao é possivel pela EE de um féton.

3.2.4 EEDF e o tensor de Green da equacao de onda

Apesar da taxa de EEDF nao depender explicitamente da densidade de estados de
um féton, ainda assim ¢é possivel escrevé-la em termos do tensor de Green da equacao de
onda. Mostraremos, agora, que a taxa de EEDF é dada por uma convolucao do tensor de
Green.

Comegamos observando que, na equacao (3.16), nao ha perda de generalidade em
utilizar a condigao de conservacao da energia, wy + Wi = Wey, Para substituir wy em

funcao de wy. Fazendo isso, e reorganizando os termos de forma conveniente, obtemos

™

L= 4€gh2 kzpwk<w€g o wk)(Akp)iDij(wb Weg — Wk;)

X D (W weg — wi) (Af) | D (Asep)j(Agy )0 (wh + Wi — weg) |, (3.26)

k/p/
onde estamos fazendo uso da convengao de soma de Einstein. Utilizando a equagao (2.100),

podemos substituir o termo em colchetes pelo tensor de Green. A taxa de EEDF pode
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entao ser escrita na forma

1
D= s Y wil(weg—0wk) i (W, Weg—wi D, (Wi, Weg—wi) IMG i (weg —wi ) (A )i (Afy i
kp

2c2e2h?
(3.27)
onde, para nao sobrecarregar a notacgao, estamos omitindo a dependéncia da funcao
de Green (e de todo o resto) com a posigdo do dtomo. Usando o fato que f(wy) =

[ dw f(w)d(w — wy), onde f(w) é uma fungdo arbitraria de w, podemos reescrever a

equacao anterior como

1 o0
/ dww(weg — W)°Dyj (W, Weg — w)D, (W, Weg — W)

- 2c2e2h? )
}IMGj (weg — w) > (Asgp)i(Agey )16 (w — wyy). (3.28)
kp
Utilizando novamente a equagao (2.100), e notando que ImG(w) = 0 para w < 0 e

ImG(wey —w) = 0 para w > w,y, obtemos por fim

oug [

= —5 dwa(weg — w)2ImGil(w)ImGjn(weg — w)D;j(w, wey — w)Dy, (W, Weg — w).
0

(3.29)
Essa equagao, além de possibilitar uma forma alternativa para o calculo da taxa de EEDF,
também nos permite identificar uma expressao geral para a densidade espectral de emissao,

a saber

2
y(w) = %aﬂ(weg — w)2ImGil(w)ImGjn(weg — w)Djj (W, weg — w)D (W, weg —w). (3.30)

Podem ser encontradas na literatura demonstragoes da relacao entre a taxa de EEDF
com o tensor de Green da equacao de onda dentro do contexto da ED(Q macroscépica
[108,109, 112, 113]. Deixamos aqui apenas essa demonstragao simplificada utilizando o
formalismo da EDQ com CC. Deve ser entendido, no entanto, que assim como a equagao
(2.103) é mais geral do que a equagao (2.37), podendo ser aplicada em situagoes onde os
modos do campo nao estdao bem definidos, a equagao (3.29) também vale em situagoes

mais gerais do que a equagao (3.16).
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3.2.5 O fator Purcell: uma conexao entre as taxas de EE de um
e dois fétons

Apesar de a taxa de EEDF nao ser diretamente proporcional a densidade local de
estados parcial definida em (2.44), podemos, em algumas situagoes, reescrever a equagao
(3.30) em termos apenas da densidade local de estados parcial. Isso é possivel sempre que
existir uma base {e;,es, e3} tal que a parte imagindria do tensor de Green avaliada na
coincidéncia seja diagonal para qualquer frequéncia menor do que w,. Note que, apesar
da base dever ser necesariamente independente de frequéncia, ainda assim pode depender
da posicao.

Ao escrevermos o tensor nessa base, todas as contribuicoes para a taxa de EEDF dos

termos fora da diagonal sdo nulas. A equagao (3.30) pode, entdo, ser escrita como

w2
y(w) = 7T7§2 (Weg — Z ING;(w)IMGj; (Wey — w) | Dy (W, weg — w)|?. (3.31)

Utilizando a equagao (2.101), obtemos

T
V(w) = 122’ (weg — ZP (Weg — W) Dy (W, weg — W), (3.32)

A taxa de EEDF é, portanto, dada em termos de uma convolucao das densidades lo-
cais de estados parciais. Consequentemente, podemos interpretar que a probabilidade de
transicao, para um estado onde as frequéncias dos fétons sao bem definidas, depende di-
retamente da densidade local de estados parcial de fé6tons com essas frequéncias. Como o
acoplamento se da com todos os momentos de dipolo das transi¢oes virtuais, em principio,
todas as diregoes contribuem, uma vez que cada momento de dipolo é orientado em uma
direcao diferente.

Uma outra maneira de escrever a densidade espectral, se baseia no fato de que a
densidade local de estados parcial esta diretamente ligada a taxa de EE de um foton.

Definindo o fator Purcell na direcao e; como

P(R,w) %mImGii(R, R,w), (3.33)
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obtemos,

2
Yw) = gt ey - o) BB ey = By = (33
Note pela equagao (2.103) que o fator Purcell coincide com a razdo entre as eventuais
taxas de EE de um féton do atomo na presenca do objeto e no espago livre quando o
momento de dipolo da transicao estiver orientado ao longo do vetor e;. No entanto, como
a taxa de EE de um féton é nula se d., = 0, seria inconveniente definir uma quantidade
util no estudo da EEDF diretamente em termos das taxas de EE de um féton, uma vez
que a taxa de EEDF nao necessariamente ¢ nula para d., = 0. Para evitar esse tipo
de confusdo, na equacao (3.33) definimos o fator Purcell em func¢ao do tensor de Green,
mas deve ficar claro que nao é necessario um célculo explicito do tensor para a obtengao
do fator Purcell, pois seu valor coincide com a razao entre as taxas de EE de um foton,
que pode ser calculada por outros métodos. Esse resultado ¢é interessante pois, uma vez
conhecidas as taxas de EE de um féton de um atomo préximo a um objeto, a densidade
espectral de EEDF pode ser obtida diretamente dessas expressoes. Como a taxa total de
EEDF é dada em termos de uma integral da densidade espectral, a solu¢ao do problema

de EEDF de um atomo localizado em um ambiente arbitrario se reduz a uma quadratura.

Como teste de autoconsisténcia, recuperemos o resultado obtido para a densidade
espectral de EEDF de um dtomo no espago livre, dado por (3.24). Isso é extremamente
simples se percebermos que, no espaco livre, o fator Purcell é igual a 1 em qualquer
diregao. Como por defini¢ao D (w, Weg —w)Dj; (w, weg —w) = |D(w, weyg —w)|?, recuperamos
de imediato a densidade espectral no espaco livre.

Finalizaremos essa subsecao escrevendo a densidade espectral para a EEDF normali-
zada pela densidade espectral do mesmo atomo no espago livre,

7 (w) 1Dy (w, weg — w)|?
§ Pw) P (weg — ). .
‘D w weg <'L)>|2 l<w) ](weg w) (3 35)
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3.2.6 Transicoes entre estados esfericamente simétricos

Como sabemos, a EEDF pode ser observada mais facilmente do ponto de vista expe-
rimental quando a EE de um féton nao ocorre. Uma das maneiras de nao haver transigao
de um foéton ocorre quando a transicao é proibida por regras de selecao. Nesse caso, as
condigoes Al = £1 e Am = 0,+1 nao podem ser satisfeitas. Estados cujas transicoes
pela emissao de um féton sao proibidas sao estados do tipo s, que apresentam simetria
esférica e que, por isso, fazem com que a transicao pela EEDF seja mais simples de ser
estudada. Além disso, para atomos hidrogendides, o unico estado que nao decai pela
EE de um féton para algum outro estado é o estado 2s, cuja unica transicao possivel é
2s — 1s. Como o atomo de hidrogénio é um sistema amplamente estudado, com solugoes
analiticas para seu espectro de energia, essa transicao é de extrema relevancia no estudo
da EEDF. Outra possibilidade, que nao sera estudada em detalhe nessa dissertacao, é o
caso de um atomo de muitos elétrons onde um dos elétrons foi excitado deixando uma
vacancia. Este elétron nao pode decair para um estado ocupado por outro elétron. Se
os tnicos estados desocupados forem de mesma paridade que o estado excitado, o elétron
podera decair pela EEDF. Exemplos desse tipo de situagao sao as transigoes 3s — 1s
e 3d — 1s no atomo Mo, que foram as primeiras transicoes pela EEDF estudadas em

atomos de muitos elétrons [96-98].

Para o calculo da taxa de EE, devemos calcular os elementos de matriz de d entre
os estados inicial/final e os estados intermediarios. Em uma transicao eletronica entre
estados s, podemos ignorar todos os outros elétrons que nao participam da transicao e
escrever |e) = |ne;l = 0;m = 0) e |g) = [ng;l = 0;m = 0). Os estados intermedidrios
que resultarao em momentos de dipolo de transicao nao nulos sao do tipo p, ou seja,

|m) = n;l = 1;m = 0,£1). As fungoes de onda desses estados podem ser escritas em
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termos de um produto de uma fungao radial pelos harmonicos esféricos correspondentes,

we(r) = RnEO(T)}/bO; (336)
hy(r) = Rn,o(r)Yoo, (3.37)
wnm(r> = Rn (7’)Y1m(9, (b); (338)

de forma que os momentos de dipolo das transi¢oes intermediarias sao dados por
depm = €Yg / drr® R} o(r) R (r) / dOEYy,, (0, ¢), (3.39)
0
dym = eYb’B/ drr?’R:LgO(T)Rm (r) /de'Ylm(@, b). (3.40)
0

Utilizando a equagao (2.50), e calculando explicitamente a integral angular para os trés

valores de m, obtemos

de,nm = denéma (341)

Ay = dgnbom, (3.42)

onde {é_1, &, &;} é uma base ortonormal em 3 dimensées dada por

(&+iy) . k—iy

é 1 =— , & =— |, & =12 3.43
1 NG 1 /5 0 (3.43)
Com isso, a equagao (3.14) pode ser escrita na forma
D( ) = li dend ! + ! > ene; (3.44)
Wy, wWrr) = lim endp - , éné . )
ok n—0t £ I Wep — W + 11 Wep — Wiy + 1) —

Uma vez que os vetores &, formam uma base, ) &,&:; = I, onde I é a identidade.

Obtemos, entao,

1 1
D N =l dendn ; ; I='D s L 3.45
(why wrr) i, zn: g L)en ot + P “7} (wk, wpr )L (3.45)

Sendo o tensor D proporcional & identidade, podemos reescrever as equagoes (3.16), (3.30)
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™
r = 1212 Z wrwir | D (W, i) || A - Awry |70 (wr + wir — wey),  (3.46)
o kp,k'p’
2
1) = Ly — P TING () TGy — 1D ey — ), (34T
Yw) 1
Yolw) 523(“’)3(“69_“’)- (3.48)

Note que a densidade espectral de emissao normalizada pela mesma no espaco livre,
dada pela equagao (3.48), nao depende de caracteristicas intrinsecas ao atomo, somente
dos fatores Purcell associados a EE de um féton. Seja qual for o atomo considerado, a
influéncia da vizinhanga na densidade espectral associada a transicao n.s — ngys serd a
mesma. Isso nao significa que a influéncia na taxa de EE serd a mesma, pois essa é dada
pela integral da expressao (3.47), que também depende de caracteristicas do atomo.

A principal mensagem dessa secao é que o calculo da EEDF é diferente para cada
transicao atomica possivel. O comportamento tanto da densidade espectral como da
taxa de emissao depende fortemente da transicao, ja que a maneira como se efetua a
soma sobre os estados intermediarios e o acoplamento com os modos do campo variam
de transicao para transicao. A transicao entre estados s é o caso particular onde todos
os modos contribuem igualmente para o decaimento (exceto nos casos onde exista uma
transicao intermediaria ressonante). Uma outra transigdo importante, mas que nao sera
estudada em detalhes, ¢ uma transicao do tipo n.d — nys. Nesse caso, o tensor ID nao ¢
proporcional a identidade, mas sim aos coeficientes de expansao dos harmonicos esféricos

em coordenadas cartesianas [98,99].

3.3 Efeito Purcell na EEDF

Estudaremos agora o efeito Purcell na EEDF considerando as mesmas situagoes do
capitulo anterior, onde analisamos o efeito Purcell na EE de um féton nos casos de um

atomo proximo a uma placa condutora, entre duas placas condutoras e préximo a um meio
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homogéneo, dispersivo e semi-infinito. Inicialmente, nao particularizaremos a transicao
atomica e faremos uso da férmula geral (3.35). Porém, com a finalidade de voltarmos nossa
atencao somente para o efeito Purcell, consideraremos o caso particular de um atomo de
3 niveis onde o nivel intermedidrio é nao-ressonante. Em seguida, consideraremos o caso
particular de uma transicao entre estados esfericamente simétricos, no qual a densidade

espectral normalizada é dada por (3.48).

3.3.1 Atomo proximo a uma placa condutora

Comecamos nosso estudo do efeito Purcell pelo caso onde um atomo se encontra
proximo a uma placa perfeitamente condutora (Figura 2.1). Mostramos no capitulo ante-
rior que a taxa de EE de um féton pode ser decomposta em uma contribuigao associada a
componente paralela do momento de dipolo da transicao e outra associada a componente
perpendicular. Apesar de nao ter sido mencionado naquele momento, isso esta relacionado
ao fato de que o tensor de Green é diagonal na base {X,¥,z}, como podemos perceber

apds uma rapida inspecao nas equagoes (2.100), (1.131) e (1.132).

De forma analoga, nessa base podemos escrever a densidade espectral de EEDF de
acordo com a equacao (3.35). Os fatores Purcell sdo dados pelas respectivas taxas de EE

de um féton normalizadas, que podem ser obtidas pelas equagoes (2.59), (2.62) e (2.63),

sen(2kz cos(2kz sen(2kz
Bi(w) = Baw) = Aiw) := _ZSE_ (2(1; - (2;22)2) * (zzg)s)} (349)
T, {1 cos(2kz) sen(2kz)]

37 (2k2)? | (22

(3.50)

onde k = w/ec. E interessante decompor a densidade espectral para a EEDF na forma

(W) = y(w) +71(W) +7e(w), (3.51)
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onde
Nw) [Du(w,weg — w)? + [Dag(w, weg — w)|?] P —
Yo(w) B ID(w, Weyg — w)|? Py (w) P (weg ), (3.52)
71 (w) D33 (w, weg — w)? y o
) T D ) P ) (5.53

)
Tew) 3 D (w, weg — w)|*

ID(w, weg — w)|? Py(w) Pj(weg — w). (3.54)

i#]
Note que as equagoes acima sao férmulas analiticas para a densidade espectral de EEDF
de um atomo préximo a um plano condutor perfeito. A maneira pela qual obtivemos a
densidade espectral de emissao, apesar de muito simples, exigiu um grau de abstracao
relativamente alto. Todavia, também é possivel obter essas mesmas expressoes partindo
da equagao (3.16), como fazemos no apéndice A.

Note que o termo cruzado (3.54) é ndo-nulo em uma transigao geral. No entanto,
em uma transicao entre estados s, 7. = 0 pois, nesse caso, o tensor é proporcional a
identidade. Note também que, diferentemente da EE de um féton, cada termo anterior
nao tem significado fisico claro separadamente, uma vez que nao é possivel preparar o
atomo de forma a anular os elementos de matriz de D desejados. Tal decomposicao é
interessante apenas do ponto de vista formal. Mesmo assim, uma analise individual de
cada um dos termos ainda é 1til para a compreensao do efeito Purcell na EEDF.

Comecemos analisando o comportamento dos termos v e v, para distancias fixas.
Como vemos na figura 3.2, a presenca do plano condutor altera a densidade espectral de
emissao. O termo 7 apresenta grandes variacoes na forma da curva, enquanto o termo
7. nao varia de forma tao aprecidvel. Na figura 3.3, vemos os graficos de 7 e v, como
funcao da distancia do atomo a placa para frequéncias fixas. Observe que, como fungao
da distancia, as densidades espectrais apresentam um comportamento muito semelhante
a taxa de EE de um féton. Para w = we,/2, o comportamento ¢ idéntico, enquanto
para outras frequéncias, o comportamento apresenta alguns desvios, como as oscilacoes

anarmonicas presentes na figura. Isso fica claro ao observar que a densidade espectral é
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Figura 3.2: densidades espectrais de EEDF de um atomo préximo a um plano condutor
para um tnico estado intermedidrio nao-ressonante. a) v em funcao da frequéncia para
diferentes distancias do dtomo a placa em unidades arbitrérias; b) v, em funcdo da
frequéncia para diferentes distancias do atomo a placa em unidades arbitrarias.

KegZ

Figura 3.3: densidades espectrais de EEDF de um atomo préximo a um plano condutor
para um tnico estado intermediario ndo-ressonante. a) 7| /7, em funcao da distancia para
diferentes frequéncias; b) v, /7, em fungao da distancia para diferentes frequéncias.

dada pelo produto das taxas de EE de um féton para as duas frequéncias complementares
e, portanto, ha dois comprimentos de onda relevantes. O comportamento das densidades
espectrais para w = we,/2 é idéntico ao caso da EE de um f6ton pois, nesse caso, sé existe

um comprimento de onda relevante, que é comum aos dois fétons emitidos.
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Figura 3.4: Densidade espectral para uma transicao entre estados s na auséncia de
ressonancias. a)y em fungao da frequéncia para diferentes distancias em unidades ar-
bitrarias;b)vy/v, em funcao da distancia para diferentes frequéncias.

Na figura 3.4, vemos a densidade espectral de um atomo préximo ao plano condutor
para uma transicao entre estados s. Nesse caso, pela equagao (3.48), v = %'y” + %vl.
O comportamento da densidade espectral é uma mistura dos comportamentos de 7 e
v, vistos nas figuras 3.2 e 3.3. E importante perceber nesses graficos que, para algu-
mas distancias, a frequéncia mais provavel de emissao deixa de ser we,/2. Isso mostra
que é possivel alterar as frequéncias dominantes dos fotons emitidos com as condi¢oes

apropriadas, nesse caso, variando a distancia do atomo a placa condutora.

3.3.2 Atomo entre duas placas condutoras

Estudaremos agora a EEDF de um atomo entre duas placas perfeitamente condutoras

(Figura 2.3). Os fatores Purcell podem ser obtidos pelas equagoes (2.74), (2.77) e (2.63)
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e sao dados por

g P o (T2 n?m?
Piw) = 5= > sen (<) {1+k2LQ], (3.55)
n=1
[kEgL/ﬂ'] 2 9
3T / nmwz nem
P (w) = T Z cos” (T) [1 — k:QLQ} : (3.56)
n=0

Ainda podemos decompor a densidade espectral como nas equagoes (3.51), (3.52), (3.53)
e (3.54), apenas mudando os fatores Purcell associados. Note que | e 7, se anulam para
pequenas distancias, assim como no caso da EE de um féton. Porém, v, nao se anula para
curtas distancias, divergindo para L = 0 (Figura 3.5). Observamos nos graficos a presenca
de varias descontinuidades na densidade espectral, tanto como funcao da frequéncia como
também da distancia entre as placas. Como ja discutimos no capitulo anterior, a densidade
de estados, e consequentemente os fatores Purcell, sofrem uma descontinuidade sempre
que [kL /7] aumenta (ou diminui) de uma unidade. Para uma frequéncia fixa, isso ocorre
quando a distancia entre as placas varia por 7/k. De forma andloga, se analisarmos
a densidade espectral como funcao da frequéncia para distancias fixas, veremos que as
descontinuidades se fazem presentes em intervalos de mc/L.

Como ja discutimos, cada termo separadamente carece de significado, importando
apenas a soma desses termos. Isso significa que a EEDF nao pode ser suprimida nessa
situacao. A simples necessidade de levar em conta o acoplamento dos modos com to-
dos os estados intermediarios implica a impossibilidade de observar individualmente a
contribuicao paralela e a contribuicao perpendicular, que acarreta a nao supressao do de-
caimento nessa situacao. Podemos observar isso na densidade espectral de uma transicao
entre estados s (Figura 3.6). Devido a contribuigao perpendicular, mesmo para curtas
distancias a EEDF nao é suprimida.

De fato, a dependéncia da taxa de EEDF com a densidade de estados é completamente
diferente da dependéncia da EE de um féton. Nao devemos pensar que o mesmo compor-

tamento da EE de um féton devido a presenga de um corpo va se repetir na EEDF. No
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Figura 3.5: Densidade espectral de EEDF de um atomo em uma cavidade perfeitamente
condutora. O emissor se encontra no centro da cavidade (z = L/2) e consideramos um
tinico estado intermedidrio nao-ressonante. a) - em funcao da frequéncia para diferentes
distancias entre as placas em unidades arbitrarias; b)y, em func¢do da frequéncia para
diferentes distancias entre as placas em unidades arbitrarias; c) 7/7, em funcao da
distancia entre as placas para diferentes frequéncias; d)vy, /v, em fungao da distancia
entre as placas para diferentes frequéncias.

caso considerado, é possivel suprimir o decaimento pela EE de um féton e nao suprimir a
EEDF. Esse resultado é bastante interessante, pois mostra que é possivel arquitetar siste-
mas onde impossibilitamos o decaimento pela EE de um féton sem reduzir o decaimento
pela EE de dois fétons. Isso permitiria o estudo da EEDF em transicoes dificeis de serem

observadas no espago livre, devido a dominancia do decaimento pela EE de um féton.
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Figura 3.6: Graficos da densidade espectral para uma transigao entre estados s na auséncia
de ressonancias. a)y em fungao da frequéncia para diferentes distancias em unidades
arbitrarias;b)vy/v, em funcao da distancia para diferentes frequéncias.

3.3.3 EEDF de um atomo préximo a um dielétrico

Vamos considerar agora o decaimento pela EEDF de um atomo proximo a um material
dielétrico, a saber, o poliestireno. Nesse caso, pelas equagoes (2.125) e (2.126), os fatores
Purcell sao dados por

Alw) =1 +%/ dr) 75 ||€Re[(’€2 (k) — 7 (k))) e

3 oo
+ Z/k dKVH kzglm[k’g S(KJH) +C2’I"p(lf||)]€_2<z, (357)

P (w) = 1+g/d/<a|| knge [P (k) e***] + z/dﬁn k:?’”CIm [P (k)] €727, (3.58)

Utilizaremos novamente o modelo de Lorentz para o meio material (2.129). Os coeficientes
de reflex@o de Fresnel sdo dados pelas equagoes (2.127) e (2.128).

No estudo da EE de um féton de um atomo proximo a um meio dielétrico no regime de
campo distante, aprendemos que a taxa de EE também oscila com a distancia, porém com
amplitude menor do que no caso de um atomo préximo a um condutor perfeito. Obser-

vamos que ha um pequeno aumento na amplitude de oscilagao para frequéncias proximas
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a frequéncia da ressonancia do dielétrico. Portanto, pela equacao (3.48), esperamos que
a densidade espectral apresente variagoes aprecidveis nas frequéncias de ressonancia do

dielétrico.

7 " " " " 8 i i i i
6F TN ] ” >
/ N -— z=

5F ,'I \ 9 6 =
Sa 1<
;_/ /, \/ (U ;./ n 1
=3t 1 =

2F ] 2t R
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Figura 3.7: Densidade espectral de emissao de uma transicao n.s — nys em duas si-
tuagoes: a) wey = 3wr > wr b) wey = 0.3wp < Wg, W

De fato, observamos na figura 3.7 a presenca de picos na frequéncia de ressonancia
para qualquer distancia, desde que a frequéncia da transicao seja maior que wg. Devido
a simetria da func¢do v com respeito a w,/2, o pico ocorre ndao somente na frequéncia
de ressonancia como também na frequéncia complementar. O mesmo nao ocorre quando
Weg < Wg POIs, nesse caso, nenhum féton pode ser emitido com frequeéncia wr ou wg.

Ainda que os picos de emissao sejam muito pouco pronunciados, esse resultado é um
6timo exemplo de uma caracteristica interessante da EEDF. Sempre que a densidade
de estados for muito elevada em determinadas frequéncias, a EEDF de um emissor sera
amplificada nao apenas nessas frequéncias mas também nas frequéncias complementares.
O mesmo raciocinio pode ser feito de forma inversa. Se a densidade de estados com uma
determinada frequéncia for muito pequena, a EEDF sera reduzida tanto nessa frequéncia

como em sua complementar. Isso decorre diretamente da equagao (3.35), onde podemos
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ver que a densidade espectral de emissao para uma dada frequéncia w depende do produto

dos fatores Purcell avaliados tanto em w como em we, — w.
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Capitulo 4

Consideracoes finais

O principal objetivo dessa dissertacao foi possibilitar um entendimento claro e orga-
nizado dos aspectos mais gerais do decaimento espontaneo de um atomo pela emissao
de um ou dois fotons assim como também da influéncia da vizinhanca nessas taxas de
decaimento, isto é, o efeito Purcell.

Apo6s uma introdugao geral ao tema, iniciamos o primeiro capitulo da dissertacao com
uma breve exposicao da EDQ em baixas energias, desde a quantizacao de um sistema de
particulas carregadas interagindo com o campo eletromagnético até a discussao de alguns
fenomenos fisicos explicados por essa teoria. Comecamos com uma discussao do eletro-
magnetismo no espaco reciproco e chegamos até a formulacao lagrangiana e hamiltoniana
da teoria. Do ponto de vista conceitual, essa formulacao torna evidente a conveniéncia do
calibre de Coulomb na EDQ nao relativistica e a razao de o campo transverso ser o inico
a necessitar de quantizagao. Na segunda secao, discutimos a interacao atomo-campo e
argumentamos que, nesse caso, a aproximacao de dipolo é uma excelente aproximacao
para o hamiltoniano de interacao atomo-campo. Com isso, derivamos o hamiltoniano de
interagao dipolar e interpretamos todas as grandezas nessa representacao. Encerramos o
capitulo discutindo alguns efeitos do vacuo da EDQ, a saber, o desvio Lamb, a forca de
Casimir-Polder e o efeito Casimir.

No segundo capitulo, iniciamos a discussao da emissao espontanea e do efeito Purcell.

Na primeira se¢ao, realizamos uma breve revisao historica. Na se¢ao seguinte, discutimos
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a evolucao de sistemas quanticos interagentes, com um enfoque maior no caso onde o
sistema pode decair para um conjunto continuo de estados. Para curtos intervalos de
tempo, obtivemos em primeira ordem em teoria de perturbacao a chamada regra de
ouro de Fermi. Ja para tempos longos, discutimos a aproximacgao de Wigner-Weisskopf,
indispensavel para um primeiro entendimento do decaimento espontaneo de um atomo.
Posteriormente, deduzimos uma férmula para a taxa de decaimento pela EE de um féton
de um atomo préximo a qualquer objeto, reobtendo como exemplo a taxa de EE de um
atomo no espaco livre. Encerramos a secao discutindo a relacao entre a taxa de EE e a
densidade de estados do campo, assim como as regras de sele¢ao para a EE de um foton
por um atomo. A terceira secao foi reservada para a discussao de dois exemplos de efeito
Purcell, a saber, a influéncia de uma placa perfeitamente condutora na taxa de EE atomica
e também o caso em que um atomo se encontra entre duas placas condutoras. Nesse tltimo
exemplo, mostramos que a EE de um féton pode ser totalmente suprimida para pequenas
distancias entre as placas. Encerramos o capitulo estabelecendo um formalismo para o
calculo da taxa de EE em termos do tensor de Green da equacao de Helmholtz vetorial.
Mostramos que a taxa de EE pode ser obtida em termos do campo elétrico classico
gerado por um dipolo elétrico puntiforme localizado na posi¢ao do atomo e calculamos
uma férmula para a taxa de EE de um atomo proximo a um meio semi-infinito, dispersivo,
em termos dos coeficientes de reflexao de Fresnel. Encerramos o capitulo ilustrando essa

férmula no calculo da taxa de EE de um atomo préximo a um dielétrico.

O terceiro capitulo foi reservado ao estudo da EEDF. Apds uma revisao histérica,
deduzimos a regra de ouro de Fermi em segunda ordem. Uma compreensao clara do calculo
perturbativo em segunda ordem nos permitiu entender a origem de possiveis ressonancias
na densidade espectral de EEDF. Argumentamos que, sempre que o decaimento pela
EEDF for possivel pela emissao em cascata, ou seja, emissao de um féton para um estado
intermediario seguida de outra emissao de um féton para o estado final, a densidade

espectral de EEDF apresentard picos nas frequéncias de ressonancia e taxa de EEDF sera
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da mesma ordem que as taxas de EE de um féton entre os niveis intermediarios. A EE
simultanea de dois fétons s6 ocorre, portanto, entre estados que nao decaem pela EE de
um foton. Vimos que a EEDF possui regras de selecao diferentes da EE de um féton,
nunca ocorrendo entre estados que possam ser conectados diretamente pela EE de um
foton. Além disso, argumentamos que a dependéncia da taxa de EEDF com a densidade
de estados do campo eletromagnético é diferente da dependéncia da taxa de EE de um
foton com a mesma. Isso é muito interessante, pois mostra que a influéncia de uma
vizinhanga sobre as taxas de EE de um e dois fétons sao diferentes, o que permite um

controle individual sobre ambas as formas de decaimento.

Mostramos que a taxa de EEDF também pode ser escrita em termos do tensor de
Green da equagao de Helmholtz vetorial. Obtivemos uma férmula geral para a densidade
espectral de emissao e reduzimos o calculo da taxa de EEDF a uma quadratura. Essa
equacao nos permitiu estabelecer uma conexao entre a densidade espectral de EEDF e
as taxas de EE de um féton, por meio do que definimos como fator Purcell, que nada
mais ¢ do que a taxa de EE de um féton na presenca de um objeto dividida pela taxa
de emissao no espaco livre. O interessante desse resultado é que, em qualquer situacao
considerada, se calcularmos a taxa de EE de um féton obtemos imediatamente a densidade
espectral de EEDF. Por fim, estudamos o caso particular de uma transicao entre estados
esfericamente simétricos. Essa transicao é importante tanto do ponto de vista histérico
como também pelo fato de que, para atomos hidrogendides, é a tinica transicao que nao é
ofuscada por um possivel decaimento pela EE de um féton. Mostramos que, nesse caso,
a razao entre as densidades espectrais do atomo na presenca do objeto e no espacgo livre
depende somente dos fatores Purcell associados, ou seja, nao depende de propriedades
intrinsecas ao atomo. Isso permite um estudo do efeito Purcell sem passar pelo calculo

complicado da soma infinita sobre todos os estados intermediarios.

Encerramos esse capitulo com uma aplicagao das formulas obtidas nas mesmas trés

situagoes analisadas no caso da EE de um féton. Mostramos que, na EEDF, podemos
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modificar nao somente a taxa de emissao, como também o espectro de emissao, alterando
as faixas de frequéncia dominantes para a emissao e outras caracteristicas interessantes.
No caso particular de um atomo entre duas placas perfeitamente condutoras mostramos
que, ao contrario da EE de um féton, a EEDF nao pode ser suprimida nessa situacao.
Isso é interessante pois abre as portas para o estudo da EEDF em transicoes que antes
eram muito complicadas de serem observadas devido ao decaimento pela EE de um féton.
Ja no caso de um atomo proximo a um dielétrico, vimos que a densidade espectral de
emissao apresenta picos nas frequéncias de ressonancia do material. Todos os resultados
obtidos, desde as férmulas para a densidade espectral em termos dos fatores Purcell até a
analise da EEDF de um atomo entre duas placas condutoras e proximo a um dielétrico,

estao sendo compilados na referéncia [114].

Esse estudo inicial sobre EE estd longe de ser completo, o que nos deixa muitas pers-
pectivas. Ainda pretendemos estudar varios problemas que nao foram tratados nessa dis-
sertacao. Uma possibilidade consiste no estudo da EE além da aproximacao de dipolo. De
fato, ja foi mostrado que, para atomos onde o nimero atomico é muito alto, a EE de dipolo
magnético supera a EEDF de dipolo elétrico no espago livre [91]. Recentemente, alguns
trabalhos também mostraram que a presenca de materiais plasmonicos bidimensionais,
como o grafeno, pode aumentar em varias ordens de grandeza as transicoes multipolares
de um emissor préximo ao material [109,115-117]. Um dos nossos interesses é avaliar
sob que condigoes a taxa de EE de dipolo magnético e quadrupolo elétrico é comparavel
a EEDF de dipolo elétrico, assim como investigar o efeito Purcell em todos esses casos,
para saber como é possivel alterar a forma dominante de emissao mudando a vizinhanca

do emissor.

Percebemos também, ainda em nosso estudo, que a transi¢ao entre estados s nao ¢ a
Unica transicao pela EEDF interessante de ser estudada. Nosso foco agora é, tanto com-
preender melhor os detalhes do calculo do tensor D em outras transi¢oes atomicas, como

também investigar a EEDF por outros sistemas, como moléculas e sistemas em matéria
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condensada, como semicondutores, pontos quanticos, etc. A partir da investigacao de sis-
temas com diferentes propriedades de emissao, poderemos alcancar resultados promissores
no que diz respeito ao controle da geracao e manipulacao de estados de dois fotons. Um
exemplo é a analise da EEDF por materiais fotonicos, que permitem um controle muito
preciso do gap de energia do material. Como a EEDF depende da densidade de estados
do campo em um intervalo de frequéncias, é possivel que, variando o gap, controlemos a

faixa de frequéncias na qual um emissor pode decair pela EEDF.

Uma outra possibilidade é fazer um estudo detalhado da EDQ macroscépica, indis-
pensavel para um bom entendimento conceitual do decaimento espontaneo de emissores
proximos a materiais dissipativos. O estudo da EE de emissores proximos a materiais
plasmonicos, bidimensionais, metamateriais, etc, ja foi iniciado em diversos grupos de
pesquisa e mostra-se muito promissor. Em algumas situagoes, é possivel até mesmo uti-
lizar o decaimento espontaneo para estudar expoentes criticos em transi¢oes de fase [78]

ou sondar a estrutura do nicleo atomico [118].

Além disso, s6 com o trabalho realizado nessa dissertacao, ja é possivel obter diversos
outros resultados. Uma possibilidade é utilizar a equagao (3.35) para calcular a densidade
espectral de EEDF em varias situagoes onde a taxa de EE de um féton ja foi calculada,
como por exemplo o caso de um atomo proximo a uma esfera ou em um guia cilindrico.
Um outro ponto que nao foi discutido, é fazer um estudo da distribuicao angular dos dois
fotons emitidos, que consiste em restringir a soma sobre todos os estados finais possiveis
do campo apenas a um conjunto de estados cujos vetores de onda dos fétons estejam
contidos dentro de um certo angulo sélido. O controle de estados de polarizacao também
pode ser estudado de forma andloga. Por 1ltimo, seria de grande interesse estudar o
emaranhamento de um par de fétons emitidos pela EEDF. Apesar do emaranhamento
ainda nao ter sido verificado nesse processo, é esperado que um par de fétons obtidos
pela EEDF sejam emaranhados temporalmente e em energia. Em semicondutores, como

uma transicao da banda de condugao para a banda de valéncia nao altera o momento
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angular total do material, os fétons devem ser emitidos em um estado de polarizacao
emaranhado [106].

Nossas perspectivas nao precisam se restringir ao estudo da EE. A EDQ é uma teoria
muito rica em fenémenos interessantes que continuam sendo estudados em detalhes até
hoje. Destacamos aqui o estudo das forcas dispersivas e da transferéncia ressonante de
energia. As forgas dispersivas, relacionadas as forgas de Casimir discutidas brevemente
nessa dissertagao, consistem na atracao de corpos neutros e que nao possuem momentos
de multipolo elétrico ou magnético permanentes, mas que sejam polarizaveis. Essas forcas
sao, em geral, atrativas. Porém, em certas geometrias, é possivel obter forcas repulsivas,
como ja foi mostrado em [28,119]. O estudo das for¢as de Casimir em geometrias nao
triviais e a busca por forgas de Casimir repulsivas é um topico que atrai bastante interesse
atualmente. Em particular, o controle de tais for¢as por meio de agentes externos (como
por exemplo campos eletromagnéticos externos) que sejam capazes de alterar o sinal da
forca seria um resultado surpreendente e de grande utilidade.

A transferéncia ressonante de energia é o fenomeno no qual um emissor quantico
excitado transfere sua energia para outro emissor no estado fundamental. Esse fenomeno
¢ muito importante e estd presente em um dos processos mais incriveis da natureza,
a fotossintese [16,120]. Na fotossintese, as moléculas de clorofila presentes nas folhas
das plantas absorvem a energia luminosa e a transferem para outras moléculas vizinhas,
até que essa energia alcance os centros de reacao da folha, onde as reacoes quimicas
ocorrem. O estudo desse fenomeno tem sido retomado nos tltimos anos e vai de encontro
ao desenvolvimento tecnologico de formas eficientes de geracao e distribuicao de energia,

como as células solares [121].
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Apéendice A

Calculo alternativo das densidades
espectrais de EEDF

Como exemplo de aplicagdo da equagao (3.16), nesse apéndice calcularemos as taxas
de EEDF de um atomo préoximo a uma placa perfeitamente condutora e entre duas placas
perfeitamente condutoras e paralelas entre si. Em ambos os casos, os modos do campo
sao dados pelas equagoes (1.131) e (1.132), com a restrigao k, = nmw/L para duas placas
condutoras. Decompondo os modos do campo na forma Ay,(r) = A{Lp(r) + Aj,(r), onde

A{l(p(r) ¢é paralelo a placa e Aﬁp(r) ¢é perpendicular a placa, temos

F=Ty+TL+T, (A.1)
onde
T
1= Je2n2 Z wkwk/|Alp - D(wy, wyr) - A‘l‘{,p,|25(wk + Wi — Weg), (A.2)
o kp,k'p’
e
FL - 4e2h2 Z Wka/|Aﬁp ’ ]D(wkv Wk/) : Aﬁ/p/|25(Wk + Wy — weg). (A3)
o kp,k'p’

™
Fc = 4€2h2 Zkak/ {’ALLPID)<(-U]€7 wk/) -.AIJ(_/;D/’2 + |Ai_pD<Wk, (,x.)k/) 'A‘l‘(,p,P}(S(wk + Wyt — weg).
o kpk'p’

(A.4)

Apoés efetuar a integral em k, pode-se mostrar que os outros termos cruzados sao nulos.
Em uma transicao entre estados s, D o I e, portanto, I'. = 0. Nesse caso, a taxa de EEDF
¢ dada por uma soma simples I' = I') +I", . Por simplicidade, calcularemos separadamente

somente as contribuicoes I'j e I' ;.
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A.1 Atomo proximo a uma placa condutora

Comecaremos pelo célculo de I'j. Partindo da equagao (A.2), temos, em coordenadas

esféricas,
I = 627;2 28 / / dk dk'k* K wpwi Dy (Wry Wi ) D, (Why Wi )8 (Wi + Wy — Weg)
x / dQ2sen®(k.z) {(ku x 2);(ky x 2)1 + :z (k)i (ke )y }
< Jastsetua) { ) x 2,y x 21+ 15 (R0, Ry, (45)

onde utilizamos a convencao de soma de Einstein que, para a contribuicao paralela, se
restringe a ¢,7,l,n = 1,2. Solucionemos primeiro as integrais angulares. Utilizando

sistemas de eixos apropriados, temos

| doti < 2ty x 2y = [ dothyy) = won (A6)

Com isso, a integral em todo angulo sélido é dada por

™

~ n k2. .
/dQ sen’(k,2) {(k” x z);(ky x 2); + k—;k”ikl} = iy /0d9 senf sen?(kz cos 0) [1 + cos? 9] ,
(A.7)
onde usamos que k, = kcosf. Fazendo a mudanca de variaveis x = kz cos 6, a integragao

¢é imediata e resulta em

5 NP k2 ~ o o sen(2kz) cos(2kz) sen(2kz
faasn (kzz){(k” Xl X2k P(k”)"<k“)l} B 27“5“{%_ (2(;3@ - (2;22)2) (212)3 )} |
(A3)

Inserindo esse resultado na equagao (A.5) e reescrevendo o integrando em termos do fator

Purcell (3.49), obtemos
I = /0 dwy) (W), (A.9)

onde a densidade espectral v é dada pela equagao (3.52).
Analogamente, a contribuicao perpendicular I'| é dada por

™

€2h2 277' / / dk dl{j/ka/Q(,ukwk/ |]D33 (C{)k, u)k/)| 5(Wk: + wy — weg)
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kQ /{}/2
X /ko—l2 cos?(k.2) /dQ'ﬁ cos?(k.z). (A.10)
Utilizando novamente um sistema de eixos apropriado, podemos escrever k; = ksenf e

k., = kcosf. Com isso, temos

kﬁ 5 B 1 cos(2kz) = sen(2kz)
/dﬂﬁ cos”(k,z) = 4w {g T 2k + hap | (A.11)

Usando esse resultado na equagao (A.10) e reescrevendo o integrando em termos do fator

Purcell (3.50), obtemos

r, — / " doys (W), (A.12)
0

onde 7, é dado pela equagao (3.53).

A.2 Atomo entre duas placas condutoras

Calcularemos agora as contribuicoes I') e I'; para a taxa de EEDF de um dtomo entre duas

placas perfeitamente condutoras. Em coordenadas cilindricas, a contribuicao paralela

0 0
X Dy (wy, wir ) D, (Wi, wiy )8 (wi + Wiy — Weg)

x /Oiltb {(R x 2);(ky x 2)1 + (%)2 (12)1-(12”)1}

(e

X/Odzb’{(ﬁ’n x 2);(K| x 2)n+(Z:L) (E’)j(ﬁ’u)n}- (A.13)

pode ser escrita como

T 1 I o (NTZ 9
b= €2h2 L2 (27r)4z sen <T> sen (

n,n’

n'mz
L

Utilizando a equagao (A.6), obtemos

1 1, (nTz o (/T2
Iy = —16wegh2L2; sen (T) sen ( 7 )
x /Oodkk:w 1+(T)2 /Oodk'kfw (Y
A L 1 VL
X Dij(wk7wk'>D:j<wk7wk’)5(wk+wk’_weg) (A14)

Podemos agora usar a propriedade da delta de Dirac (2.72) juntamente a relacao de

dispersao para escrever a taxa de EEDF de um atomo entre duas placas condutoras na
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mesma forma da equagdo (A.9). Dessa forma, escrevendo o integrando em funcao do
fator Purcell (3.55), recuperamos o resultado obtido para a densidade espectral dada pela
equacao (3.52)( onde deve-se substituir nessa equacao o fator Purcell correspondente).

O mesmo procedimento pode ser feito no calculo de I'; . Em coordenadas cilindricas,

) / / dk}H dk?|/| ]{3” kﬂw,cwk/
0 0

temos

7r 1 I, /nTz o [(N'Tz
b = Gpp (2@4% €08 (T) o8 ( L

X |D33(wk,wk/)|2(5(wk + Wy —Qweg)
2w ni 2 27 n’7r
T ' Al
% /0d¢ <kL) /0d¢ (k:’L) (A.15)

A integral na coordenada ¢ é igual a 27, de forma que, utilizando novamente a equagao
(2.72), a relagao de dispersao e o fator Purcell definido em (3.56), a taxa de EEDF pode

ser escrita como (A.12), onde v, ¢é obtido pela equacao (3.53).
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